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Voorwoord

Deze tweede uitgave in de Syllabusreeks van het Mathematisch Cen-
trum is samengesteld uit de stof van de voordrachten gegeven in het
Colloguium "'Stabiliteit van differentieschema's', dat in 1965/'66 plaats
vond op het Mathematisch Centrum onder leiding van Prof.dr. H.A. Lauwe-
rier en Prof.dr.ir. A. van Wijngaarden.

Het eerste deel is gewijd aan de algemene theorie van differentie-
schema's, ontleend aan de voordrachten van Drs. G.J.R. Férch, Drs. P.J.
van der Houwen en Drs. R.P. van de Riet. In hoofdstuk 1 worden de ver-
schillende aspecten van de differentiemethode aan de hand van voorbeel-
den toegelicht. De volgende twee hoofdstukken geven voor gewone respec-
tievelijk parti€le differentiaalvergelijkingen een meer algemene en
strengere formulering van differentieschema's, De stabiliteit van dif-
ferentieschema's blijkt een belangrijke plaats in te nemen. Door de
invoering van enkele nieuwe notaties kan de theorie bijzonder compact
weergegeven worden. In hoofdstuk 4 worden de begrippen zwakke en
sterke stabiliteit, die hun oorsprong in de rekenpraktijk hebben,
nader onderzocht. Het eerste deel wordt besloten met enkele methoden
om de stabiliteit van lineaire differentieschema's te onderzoeken.

De stof voor het tweede deel is ontleend aan de voordrachten
van Dr. L. Dekker, Dr. T.J. Dekker, Drs., P.J. van der Houwen en
Drs. M.N. Spijker. Er worden een aantal afzonderlijke onderwerpen
besproken, waarbij aan de orde komen een parabolische vergelijking
(diffusieproblemen), een hyperbolische vergelijking (Noordzeeprobleem)
en elliptische randwaardeproblemen. Voorts de numerieke bepaling van
eigenwaarden en eigenvectoren en een methode, waarmee het mogelijk is
het stabiliteitsonderzoek uit te breiden tot niet-lineaire vergelij-

kingen.






1. Inleiding

De problemen uit de mathematische fysica leiden vaak tot het op-
lossen van differentiaalvergelijkingen met rand- en beginvoorwaarden.
De analytische oplossingsmethoden zijn in het algemeen slechts toepas-
baar voor een beperkte klasse van differentiaalvergelijkingen en boven-
dien wordt de oplossing dikwijls verkregen in de vorm van een reeks met
weinig toegankelijke speciale functies. Het is dan moeilijk de getallen
te berekenen waarin de fysicus geinteresseerd is.

De methoden die in deze syllabus ter sprake zullen komen, de zoge-

naamde differentiemethoden, zijn toepasbaar op een veel grotere klasse

van differentiaalvergelijkingen en zijn meer geschikt om kwantitatieve
gegevens te verkrijgen.

In deze inleiding zullen begrippen als differentieschema, conver-

gentie en stabiliteit aan de hand van voorbeelden toegelicht worden.

Differentieschema's

Stel dat gevraagd wordt de functie U(t), die voldoet aan de diffe-

rentiaalvergeli jking

au ~
(1.1) ‘E'!-U—F(t)

voor t > 0, en aan de beginconditie
1.2) u(o) = 1.

du
Men kan dan als volgt te werk gaan. De afgeleide at wordt vervangen door

de uitdrukking

U(t+1) - U(t)
(1.3) —_—

waarin 1 > 0, zodat (1.1) overgaat in de vergelijking

U(t+t) - U(t)

1.4) =

+ U(t) = F(t).

De oplossing van (1.1) zal in het algemeen niet aan (1.4) voldoen. Stel

namelijk dat U aan (1.1) voldoet en een continue tweede afgeleide bezit,

~

dan vindt men met de Taylor-ontwikkeling voor U



(1.5) U(t+T) = U(t) + — + % T

met 0 < 6 <1, voor U de vergeli jking

U T - U ~ ~ ~

(1.6) M+U(t)=U +U+}-TU
T t 2

t+6T

1 ~
F(t) + - 1TU

2
t+0T

tt

Voor T * O gaat vergelijking (1.4) echter in (1.1) over. Men noemt (1.4)
consistent met (1.1).

We zullen vergelijking (1.4) iets anders schrijven; daartoe markeren
we op het t interval (0,®) de equidistante punten t = t, = kT en we notere

k
de getallen U(tk) met uk. Het differentieschema voor (1.1) is nu

aa.7) ——— +u,_=F(t ) = f .

De verzameling getallen uk zullen we de differentieoplossing noemen.

Combineren we vergelijking (1.7) met de beginconditie
(1.8) u. =1,
dan zijn we in staat alle uk's te berekenen volgens de eenvoudige recur-
rente betrekking

(1.9) Ul T Y + T(fk - uk).

We zullen nog enkele algemene eigenschappen van differentieschema's
vermelden. Voor een grondige behandeling van differentieschema's zij ech-
ter verwezen naar Milne [b].

Beschouw het iets algemenere schema

(1.10) au o + buk = fk

waarin k > 0. Als fk = 0 dan is de algemene oplossing voor k > O



(1.11) w o= (-

Wanneer fk Z 0 is een algemene oplossing aan te geven zodra een particu-
liere oplossing Ek bekend is; voor k > 0 geldt

(1.12) u = u + (- 2 0

d
Voor een n € orde differentievergelijking

.13 f
1.13) 2 Yk+i k

Il 8

i=0

is op analoge wijze uit de algemene oplossing van de homogene vergeli jking

en een particuliere oplossing Gk’ de algemene oplossing samen te stellen.

De oplossing van de homogene vergelijking vinden we door te substitueren

u,_ is een oplossing wanneer a voldoet aan
th i
(1.14) J a, o =o0.

Wanneer (1.12) n verschillende wortels ai heeft geldt voor de algemene

oplossing
k k k
. = a; + + ...t
(1.15) u % cy0y SR
waarin cl, cz, ey Cn constanten zijn,

Wanneer er samenvallende wortels zijn is (1.3) niet de algemene oplossing.
Voor dit geval verwijzen we naar de literatuur.

De oplossing van de inhomogene vergelijking wordt
n
(1.16) u, = 2 c.a? +u

De n constanten c kunnen bepaald worden door n extra voorwaarden op te

ceey U voor te schrijven.

leggen b.v. door ug, ul, n-1



Convergentie van de differentieoplossing naar de analytische oplossing

Aan de hand van vergelijking (1.1) met F(t) = O en beginvoorwaarde
(1.2) zullen we het begrip convergentie aanschouwelijk maken.
Veronderstel dat we de oplossing voor het tijdsinterval 0 < t <1

willen berekenen. Met behulp van schema (1.9), waarin f = 0, en formule

k

(1.11), vinden we als ug = 1

1.17) u = - ok

Kiezen we T = 1/N, dan geldt

k
- N S -1
u = (1 N) = exp[k In(1 N)}

k
= exp[k -x-5 O(N_s)):'
2N
k -
- exp(- 1) ¢ exp(- —5 + KON D)
2N

= ep(- P - =5 KON ).

2N2
De analytische oplossing luidt
U(t) = U(t) = exp(-t),
dus
=~ k k -3
(1.18) U(kT) - u = exp(- =) * (- —5 + KON 7))
k N 2
2N
t
k -2
= exp( tk) ( ox * o(N ).

De differentieoplossing convergeert dus naar de analytische oplossing,

wanneer N > ® of T > 0. De nauwkeurigheid, ofwel de discretiseringsfout,

1
is van de orde N- T. We merken op dat ook de nauwkeurigheid van het

differentieschema (benaderingsfout) volgens (1.6) van de eerste orde in

T was.
Vervolgens bespreken we een differentieschema voor vergelijking (1.1)
waarvoor de benaderingsfout en de discretiseringsfout van de oplossing

beide van de tweede orde in T zijn.



Beschouw het schema

(1.19) ——F— +u_ =0,

De benaderingsfout vinden we door de analytische oplossing B(t) te

substitueren:

Ut +0) = Ut - L g -

= U U =T
(1.20) > + U(tk) Ut(tk) + U(tk) +5 Ui

(tk+9kT)

1 .27
=—=T 6. T
6 Upet (b * O
waarin O j‘ek < 1. De nauwkeurigheid is dus van de tweede orde in T.
De differentieoplossing van (1.19) vinden we door substitutie van

k
uk = 0 . Dit geeft voor a de vergelijking
a2 -1+ 2ta =0

met oplossingen

2
. =- 1+ + 1.
(1.21) al’z T+ \[T 1
De algemene oplossing is
k k
= c.Q
(1.22) u, c, %y *oeya,.

De constanten c, en c, moeten gevonden worden uit twee extra voorwaarden,

b.v. uo =1 en ul = a. De waarde voor a kan gevonden worden door schema

(1.9) voor k = 0 toe te passen. Substitutie van deze voorwaarden in

(1.22) geeft voor c, en c_ de betrekkingen

1 2
¢y + cy = 1, Clal + C2a2 = a,
zodat
a - g a - Qa
1.23) c., =_2 c, =
1 o - o ’ 27 a2 —a -
2 1 2 1

We ontwikkelen ﬁl en ®_  in machten van T



0L1= 1—T+—1'2+0(T3)
(1.24) ]
dz ==-1-T-= rz + 0(13),
zodat .
_ 1 1 2
¢y =3 1+ a) + > T + 0(T7)
(1.25) d
1 1 2
¢y =3 a a) > T + 0(17).
.

De oplossing uk ontwikkeld in T is dan

(1.26) =G a+a) Trroa®na 0(t?) + exp(-t))

Uy
senfG a-a - osoatna 0%+ explrt)).

uk bestaat uit een dalende e-macht en een stijgende oscillerende functie.
Ten gevolge van deze laatste term zal de discretiseringsfout voor wille-
keurige a niet naar nul convergeren als T ~ 0. Uit (1.23) volgt echter

dat als a = al de oscillerende functie niet optrcedt en dan is de discre-

tiseringsfout

~ 2
(1.27) U(tk) -u = o(t7).

Berekenen we a volgens schema (1.9) dan vinden we met behulp van (1.17)
a=1-r1,

en dus
(1.28) Gty ~u =+ DX t.)0(7%)
. K Kk = exp k .

2
Voor berekeningen over eindige intervallen is dit eveneens o(t).

Stabiliteit van differentie schema's

We beschouwen nogmaals schema (1.19), maar we veronderstellen nu

niet dat u, exact berekend wordt, maar dat er afrondingsfouten gemaakt
*

worden. We vinden dus niet uy maar de numerieke oplossing uy De afron-



e
dingsfouten kunnen als een inhomogene term dk opgevat worden, zodat uk

aan een schema voldoet van de vorm

1.29) * * 2ty = d
. - + 4T = B
( Yk+1 T Yk-1 Yk T %
ko
De numerieke fout T U voldoet ook aan (1.29), maar heeft homogene
beginvoorwaarden .
(1.30) = "
. ug T Uy =y u, = 0.
>
We kunnen de oplossing uk - uk vinden door te stellen
* k k
@.31) U T T 6 k%t G k%

waarin ul en az door (1.21) gegeven zijn.

Introduceren we de differentie-operator & gedefini&erd door

dan kunnen we (1.29) ook schrijven als
] ] ] k*
(1.32) u 1 + u 1 + Tu

Gebruik makend van de identiteit

vinden we

k-1 k-1 k-1 k-1
= A Ji%e) o Ao .
B =% B0 k1 PO PN % 0 ke TG %
We eisen nu dat
k k
(1.33) araC; |+ 6yiC, | = 0.

Voor vergelijking (1.32) kunnen we dan schrijven

2 k-1 k
C Ao + (A 2 k-1 k
1,k° 1 (ay)8C) o+ C, (8%0ETh (ajydc,  +
b
k-1 k-1 k k
Ao Ao 21C a. + 2tC = .
L T T Y P 1,k 1 2,k"2 = %
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k k
Nu zijn al en az oplossingen van de homogene vergelijking (1.19), zodat

we vinden

(1.34) (Aaf) * Ac + (Aa;) + Ac =d .

1,k 2,k k

Combinatie van (1.33) en (1.34) geeft

k -k
-d o o
Ac - dk 2 dk 1
N I R
1 2 2 1
en
-k
_da
eSp—" - T
’ 1 2
Dus
f k-1 diall
C =C +
1,k 1,0 izo al—az ?
(1.35) ) .
k-1 d.a
c . _ i 2
2,k 2,0 L)oo,
Blijkens (1.30) moet nu gelden
Cl,O + C2,o = 0,
d d
0 0
(c + ——)ao_ + (C - ——J)a, =0
1,0 al a, 1 2,0 oy T, 2
Aangezien dO = 0, volgt Cl’0 = Cz’0 = 0, dus
- o1 k- a”i
(1.36) u - u = T Ei—l— ok _ Zl di 2 ok
. - a -0 a -0 .
k k i=1 1 2 1 i=0 1 2 2
Als voor alle k geldt dk = d, dan is
k-1 k-1
1-¢ 1-a
u - = d {OL 1 o 2 1}
= o Za —a -0 .
k 1 g 11 1 2 1 9



11

Met behulp van (1.24) volgt tenslotte

-t t
* 1 1-T _ k 1+1 _1+yK_k
(1.37) uy u =3 d[—;— (1 e ) + Eyes A+ (-D7e ) + O(tk)]'

In tegenstelling tot de discretiseringsfout (gegeven door (1.28)),
welke O(Tz) was, kan de numerieke fout niet zo klein gemaakt worden als
men wil door T maar klein te kiezen., Men moet er zelfs voor zorgen dat
T >> d.

Men kan de numerieke fout wel verkleinen door de rekenprecisie te
verhogen (d > 0). De conclusie is dus dat de totale fout ﬁk - u:-over
een begrensd interval O < t < T zo klein gemaakt kan worden als men wil
door T en d maar klein te maken. We noemen schema (1.19) stabiel voor
berekeningen over een eindig tijdsinterval, maar instabiel voor bereke-
ningen over een oneindig tijdsinterval.

We ontlenen aan Godunov en Rjabenki [41 het volgende differentie-

schema voor vergelijking (1.1), waarin weer F(t) = O.

(1.38) 4 -3 +u = 0.

(1.39) 4 -3 +u = - g U, (t, + ekr) .- T

waarin O :-ek <1lenoO :-Ek < 1 is. De nauwkeurigheid is blijkbaar van
k

de eerste orde in T. We stellen weer u = 0" en vinden voor @ de verge-

1i jking

- B3+Tas+2=0

met oplossingen

a = 1 {; + T —\/ 1 + 6T + T2 =1-1T + 2T2 + O(TS)
12 |

(1.40)
az = % [3 + T + \/1 + 6T + 12] =2 + 2T - 2T2 + O(Ts)-
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De algemene oplossing is van de vorm

k k
= a o
uk Cl 1 + 02 9

Stellen we u0 =1 en u1 = a dan worden c1 en c2 volgens (1.23)

c. = (2-a) + (3a-4)T + 0(T2)

1
(1.41)
¢, = (a-1) + (3a-2)T + 0(t%y.
Voor uk vinden we
1.42) u = @2 -a+ (Ga-)T o(t®)) @ + o(r) - t) * exp(-t) +

(a -1+ (3a-2)1 + O(Tz))(l + O(t) tk) . 2k exp tk.

Kiezen we voor a weer 1-T, dan wordt de discretiseringsfout

2 2, .k
(1.43) u - u = 27(1 + O(t ))exp(—tk) + 0(T7)2" exp tk.
Het is blijkbaar niet mogelijk de fout te verkleinen door T naar nul te
laten gaan, want k gaat dan naar oneindig in elk punt tk = constant # O

k
en de discretiseringsfout wordt van de orde 2 . Alleen wanneer a exact

gelijk aan o, gekozen wordt en er geen afrondingsfouten in de verdere

1
berekeningen optreden, is de discretiseringsfout O0(T). In de praktijk
is dit niet te verwezenlijken. Stel dat er een fout d gemaakt wordt in

a, dus a = o + d, dan is

(1.44) 4 - u = 2k «d * exp tk,

zodat voor vaste tk en T > 0 de discretiseringsfout naar oneindig gaat.
We noemen schema (1.38) instabiel voor berekeningen over een willekeurig

tijdsinterval 0 <t < T,

Partiéle differentiaalvergeli jkingen

Tot dusver zijn steeds gewone differentiaalvergelijkingen beschouwd.

We zullen nu wat nader ingaan op partiéle differentiaalvergeli jkingen.
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Voorbeelden van partiéle differentiaalvergelijkingen zijn de

diffusie-vergelijking

(1.45) U =U ,

de golf-vergeli jking

(1.46) Utt = Uxx’

en de Laplace-vergelijking

(1.47) U + U = 0.
XX yy

De vergelijkingen zijn resp. van het parabolische, het hyperbolische

en het elliptische type. In het tweede deel van deze syllabus zullen
deze of soortgelijke vergelijkingen uitvoerig behandeld worden. We
volstaan in deze inleiding met enkele algemene opmerkingen.

In het (x,t) vlak kiezen we de punten (xj’tk) = (j &, k1), waarin
£ en T positieve getallen zijn, j de waarden O, 1, 2, ..., m en k de

waarden O, 1, 2, ..., N doorloopt. We geven het getal U(xj,tk) aan met
3.k’

De diffusie-vergelijking

We beschouwen het schema

ikl T Y5k Yye1,k T Y5k j-1,k

(1.48) - 3¢

Dit wordt het klassieke expliciete differentieschema voor de diffusie-

vergelijking genoemd. De analytische oplossing ﬁ(x,t) voldoet aan het

schema

a a a - 2u + u
R T R B R

T 28

(1.49)

1 -~
=3 Uy

1 ~ —
_ ekr) . T - U (xj + ejg, t ) Ez

12 XXXX k ’

waarin 0 <8 <1 en O < 6,
— k — - J

zodat (1.48) consistent is met (1.45).

< 1., De benaderingsfout is dus O(T) + 0(52),
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Schema (1.48) kan geschreven worden als

1. . = ru, + (1-2 X +
.50 Ui T TWyop g TOT2RU L TR ke
2
waarin r = t/§ . Stel dat uj,O’ uO,k en um’k voor alle j en k gegeven zijn,
dan is uj X in alle punten (j,k) met (1.50) te berekenen.
b
We gaan na wat er kan gebeuren wanneer men in (1.50) r > 7 kiest.

Stel dat we als beginfunctie kiezen

=4

%5,0 = %1,0%

waarin we de j waarden uitbreiden tot j =0, +1, +2, ..., + m en waarin

8§ de Kronecker delta is. Het is eenvoudig met behulp van (1.50) in te zien

en u. en de tekens van u,

1
> =d k
dat als r > e tekens van u 51,k i,k

3+1,k’ Y5,k

en uj K+l voor k > 1 en -k < j < k alterneren. Met deze eigenschap bewij-
)
zen we de relatie
T P
u, = (4r-1) u. .
j=-(k+1) J,k+l j=—k 33
Immers
k+1
Iu, =u - u + u cee =
j=-(k+1) J,k+1 k-1,k+1 k,k+1 k+1,k+1
= - - +
ru__k’k 1 2r)u_k’k ru_k’k
- + ee
+ ru_k’k + (1 2r)u-k+1,k + ru—k+2,k
k
= @1 )
j=—k Js
Hieruit volgt
k
k
Z |u. k' = (4r-1) e.
j=k
Dus
k k
-1 _ @r-1)"
Max Iu.,kl > (2k+1) Z Iuj,k‘ oY s

-k<j<k I J=k
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en zeker
k
(4r-1)
1.5 . 25T €
.s1) Huy (M2 S5
waarin |I |[ de maximum norm van uj x voor constante k voorstelt.
?

We zien dat voor k > ® en r > By geen goede resultaten te verwachten zijn.

1
We noemen het schema instabiel voor r > 3¢

De golf-vergelijking

We beschouwen het schema

u, - 2u, + u, u. - : .
1.52) J,k+1 Jj,k J,k-1 _ _j+l1,k J,k -1,k _ o

2 £

waarvoor de benaderingsfout is

(1.53) L @ (xj, t +ek1)-r2 - U

- 2
e .
12 ‘tttt K xEy705 Bt D

XXX

waarin Sk en Ej weer tussen O en 1 liggen. Deze fout is van de orde 2

in T en £. uj K berekenen we volgens de formule
’ .
. = + 1- + -
R R i B e R B S
i = r -
waarin r 1/&. De waarden uO,k’ um’k, uJ_’0 en u‘j’1 vormen de rand- en

beginvoorwaarden van het probleem.

De waarde van r wordt weer bepaald door stabiliteitsoverwegingen.

Karakteristiekencriterium

Uit de theorie van hyperbolische differentiaalvergelijkingen ontle-
nen we een eigenschap, welke ook van belang is voor differentieschema's,
welke hyperbolische vergelijkingen benaderen. We lichten deze eigenschap
toe aan de golf-vergelijking.

De karakteristieken van de golf-vergelijking worden gegeven door

x + t = constant,
zodat de karakteristieken door het punt (xj’tk) gegeven worden door

x+t=x_+1

J k’
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Er geldt nu de eigenschap dat U(xj’tk) afhangt van de beginwaarden op

het interval

- < < +
xj tk <x __xj tk’

het zogenaamde afhankelijkheidsgebied van het punt (xo,t ).

0

karakteristieken

fig. 1.1

Karakteristiekencriterium

Voor het differentieschema betekent dit dat u, k berekend wordt
’
uit waarden uj K welke gegeven zijn in punten (j,k) binnen of op de
,

karakteristieken door het punt (jo,ko) (zie figuur 1.1). Toepassing op
schema (1.52) geeft

o lA

Laplace-vergelijking

Het oplossen van elliptische vergelijkingen, zoals de vergelijking
van Laplace, leidt tot zuivere randwaardeproblemen, in tegenstelling tot
de vergelijkingen van het parabolische en hyperbolische type, welke tot

begin-randwaardeproblemen leiden. In het tweede deel van deze syllabus
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zullen we zien dat dergelijke zuivere randwaardeproblemen te formule-
ren zijn als begin-randwaardeproblemen voor vergelijkingen van het
parabolische of hyperbolische type. We zullen ons dus in dit deel

uitsluitend bezig houden met begin-randwaardeproblemen.
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2. Differentieschema's voor gewone differentiaalvergelijkingen

In dit hoofdstuk worden de begrippen, die in het eerste hoofdstuk
aan de hand van voorbeelden zijn toegelicht, voor gewone lineaire diffe-
rentiaalvergelijkingen gedefiniéerd. Verder worden er enkele stellingen

gegeven.

Benadering van de differentiaalvergeli jking

We beschouwen een lineaire ruimte E van vectorfuncties U, welke af-
hangen van een variabele t uit het reéle interval [O,T]. T is een vast
gekozen getal. Alle vectoren U(tk), waarin tk een getal uit het interval

b,T] is, worden verondersteld in een Euclidische vectorruimte EO te

liggen. We notcren U(ty) met Uk'
We zullen differentiaalvergelijkingen beschouwen voor onbekende

vectorfuncties U ¢ E met beginvoorwaarden U(0) = UOéZE en inhomogene

0
termen F ¢ E. Bovcndien zullen deze vergelijkingen lineair zijn. Bijvoor-

beeld de in de inleiding behandelde vergelijking

(o]
+
[
[0}

F , O0<t<T,

U = UO , t = 0.

Hiervoor is E een ruimte van scalarfuncties en EO de ruimte der reéle

of complexe getallen. We kunnen deze vergelijking opvatten als een

lineaire afbeelding L van U€E op het paar (UO,F) €EO * E, dus

(2.1) w = (UO,F).

Alle hier beschouwde differentiaalvergelijkingen zullen afbeeldingen van

het type (2.1) zijn. We geven het definitiegebied van L met Do aan, het

L

beeldgebied met AL en we kiezen E0 *E = AL.

We normercn de ruimten E E en EO * E en geven de normen aan met

0’

| Il THwg [

ol s

Voor Il(UO,F)|| kunnen we kiezen

(2.2) H(UO,F)H= HUOH+ el
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Uit de norm-eigenschappen van |[U en |||F||| volgt direct dat (2.2)

oll

inderdaad een norm voor de elementen van EO * E definiéert.
Er zal steeds verondersteld worden dat L een éénduidige inverse

bezit, welke continu is in (UO,F), dus

(2.3) g, - wy, 'l >0 = [[lu-u]]] ~o.

We gaan nu over op het differentie-analogon van de differentiaal-
vergelijking (2.1). Daartoe definiéren we eerst een rooster Q van N+1
punten tk’ k=0,1, ..., N, met 0 = to < t1 < tz < ... < tN =T en een
discretiseringsoperator [ ]d’ welke aan een op [b,T] gedefiniéerde

functie U de waarden Uk = U(tk) toevoegt. De verkregen roosterfunctie

noteren we met u, dus
w= [l

u wordt ook wel de discretisering van U genoemd. De discretiseringen

N
van de functies U ¢E liggen in een ruimte E . De vectoren in de rooster-

punten tk van Q liggen in E_ en vallen samen met de vectoren U(tk). Om

0
alvast dezelfde notatie te gebruiken, welke voor partiéle differentiaal-

vergelijkingen ingevoerd zal worden, zullen we de vectoren in de punten

¥
tk met uk aangeven en de ruimte, waartoe ze behoren met EO. De ruimten

> >
E en E0 normeren we met normen I||u||| en Iluk||, waarbij we eisen

(2.4) I|lull| g ‘IIU‘[|, Ilukll - )|Uk|] als Tk > 0 voor alle k=1,2,,...,N.
Hierin is Tk gedefiniéerd als Tk = tk - tk-l' In het vervolg laten we de

>

>
toevoeging "voor alle k' weg. Het Cartesisch product EO *E normeren we

door middel van

(2.5) Haagoey 1= Tl [T+ [zl

We zijn nu in staat differentieschema's te definiéren en wel in
R

analogie met (2.1) zullen die zijn lineaire afbeeldingen R van u € E
- >
o E,
(2.6) Ru = (uo,f).

op (uo,f) eE dus

Het schema (1.10) bijvoorbeeld, in de vorm
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+ =
auk buk_1 fk-l R

uo =y ,

laat zien, dat door lineaire bewerkingen op u toe te passen het paar
(uo,f) verkregen wordt.

We eisen steeds dat R uit algebraische operaties bestaat en dat R
een éénduidige inverse bezit. Deze inverse vinden is dan een algebraische
kwestie geworden, in tegenstelling tot het vinden van L_1 dat in de ana-
lyse thuishoort. In het vervolg veronderstellen we R"1 expliciet bekend.

Tot dusver is het differentieschema formeel ingevoerd. Het doel is
echter een differentieschema te vinden, zodanig dat de differentieoplos-

sing u van (2.6) voor Tk > 0 naar de oplossing U van (2.1) convergeert:

(2.7 [11d - ul]] >0 ails T > o.
We illustreren dit met de volgende figuur.

o L, (U, F) E *E

-

[,y YLl L1

Y=
3

y =

fig. 2.1

Uitgaande van de gegevens (UO,F) vinden we enerzijds door toepassing van

L_1 de exacte oplossing U (waarbij we opmerken dat U = UO), anderzi jds

(¢}
vinden we na discretisering van (UO,F) tot (uo,f) en toepassing van de

- >
differentieoperator R 1, de differentieoplossing u. In de ruimte E kunnen
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de analytische oplossing en de differentieoplossing vergeleken worden,

dus we discretiseren U tot u. Stel dat u oplossing is van het schema

(2.8) Ru = (uo,f),
dan geldt (zie figuur 2.1)
~ -1 ~ -1
(2.9) u-u=R (uo,f) - R (uO,f)

R'1<(u0,f) - (ug, )

-1 - ~
R - |L .
(Ru [U]d)
-1 i
Wanneer we voor R definiéren de norm

et s - i) |

(2.10) &1 ] = sup - -
UeC | |rRa - [LUldH

2

waarin C de klasse van de beschouwde functies U is, dan vinden we voor

het verschil ||!ﬁ - u|||:

(2.11) G = wllT < TR - Tea - o] 1.

Naar aanleiding van deze ongelijkheid geven we een aantal definities.

Definitie 2.1

De waarde van IIRJ - ELﬁ]d|| is de benaderingsfout van het schema

Ru = (uo,f) voor de vergelijking LU = (UO,F).

Definitie 2.2

De waarde van II‘G - u‘[[ is de discretiseringsfout van de diffe-

rentieoplossing.

Definitie 2.3
Een differentieschema is consistent met een differentiaalvergelijking
over een klasse CcD_ nE, wanneer voor alle UecC de benaderingsfout van

L
het differentieschema voor Tk 2> 0 naar nul gaat.



22

Definitie 2.4

De differentieoplossingen convergeren over de klasse C<3DLF1E naar
de analytische oplossingen 66 C, wanneer voor alle 66 C de discretiserings

fout van de differentieoplossingen voor Tk -+ O naar nul gaat.

Uit (2.11) volgt nu dat de differentieoplossingen naar de analytische
oplossing convergeren, wanneer het rechterlid voor Tk -+ 0 naar nul con-
vergeert; dit hangt dus af van ]]R-lil en de benaderingsfout. We zullen
eerst de benaderingsfout wat nader beschouwen en wel aan de hand van het

volgende voorbeeld:

Voorbeeld 2.1

Beschouw het al eerder genoemde beginwaarde-probleem

Ut +U=F , 0 <t <T,
U = U0 , t = 0.
. . A T
We kiezen hierbij een rooster Q met punten tk =k N k=0, ..., Nen
een differentieschema Ru = (uo,f) dat beschreven wordt door de verge-
1i jkingen
ou ot Buk + Yuk_1 = fk , k=1,2, ..., N,

ug = Uy s wy = (o], + o(tP).

Hierin is p > 0 en T = T/N. De waarde van uy kan verkregen worden door
met een eerste orde schema met T = Tp, uop t=Tuit te rekenen (zie
inleiding).

We willen o, B en Y zodanig kiezen, dat de benaderingsfout bij een
gegeven T zo klein mogelijk is. Daartoe substitueren we a in het diffe-
rentieschema en ontwikkelen met behulp van de Taylor-formule, waarbij

we veronderstellen dat DL uit oneindig aantal malen differentié&erbare

functies bestaat. Dus
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2
9 1 23 ~ ~
(2.12) a(l + Stz T T3t ...)uk + Buk +
ot
2
39 1 23 ~
1-1 - +517 &5 - =
+ v ( TaTte T ; )Uk te
3n~ an~
waarin k =1, 2, ..., N en TR Y < (E*—— U} ) .
3t at™ Ja
Hieruit volgt
(2.13) E-f=(o¢+8+\(-1)ﬁ+(0L—Y-l)ra—~
k k k T 9t k
2 3
1 9 ~ 1 9 ~
+—2-(a+y)12—2uk+-5—,(a-\r)13—-u' Fouen .
At ’ a3 kK

De benaderingsfout zal blijken af te hangen van de klasse C, waartoe we
de functies ﬁ beperken. In het bijzonder geldt dit wanneer C al of niet

bevat is in de ruimte NL. De ruimte NL bestaat uit alle ﬁ met

LU = ©,,0,
dus NL bevat de oplossingen van de homogene differentiaalvergelijking.

(a) C is uitgebreider dan N_
Y

We stellen
a+ B+ y-1=0,
(2.14)
1
a_Y_Tf:O’
waarmee (2.13) overgaat in
-~ 1 2 - 2
(2.13a) f - f == (20T - 1)T—5 y + O0(tT), k = 2,3,...,N.
kK k2 2:2 Uk

-1
Kiezen we 0 = O(T ") en p = 1 dan hebben we een hele klasse van differen-
tieschema's verkregen welke over C een benaderingsfout van O(T) hebben.
2
Kiezen we echter 20T - 1 = O(T) en p = 2, dan is de benaderingsfout O(t ).

Dit geval komt voor 20T - 1 = 0 overeen met schema (1.19). We hebben dus
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1|Rﬁ - [Lﬁ} II 0(t) over C als a = O(r—l) enp >1
d —_

1

'[Rﬁ - [lﬁ}d|| 0(T2) over C als a = %? + 0(1) en p > 2.

(b) C ligt in N

We mogen nu gebruik maken van het feit dat ﬁt = - U. Uit (2.12)

volgt dan

- =F = Z1) - (a -y - 1L 1 2
(2.13b) fk fk = fk = ((o + B + Y 1) (o Y T)T + > (a + V)T

L

3 ~
37 (a - VT + ..0u .

k

In dit eenvoudige gcval is het mogelijk een keuze voor a, B en y te

maken, zodanig dat de coéfficiént van &k nul wordt nl.

a=1, B=-ce , Y = 0.

Dit schema levert de analytische oplossing van de homogene vergeli jking.

Ook echter met de onder (a) gedane keuze voor &, 8 en Y is er een
schema te construeren, dat de differentiaalvergelijking exact oplost.

Substitutie van de relaties (2.14) in (2.13b) geeft

~ 2at - 1 1 2 201 -1 _3 1 4 ~
= e 57 4 ——— T - =T
f ( 37 3 5 + ... 00U, .

4.

De benaderingsfout voor de homogene vergelijking is nul wanneer we

kiezen
2 4
37t 5T + e .
2a1 - 1 = = : = Sinh T - T
T 3 cosh T - 1 °

Definiéren we 0 = 20T - 1 en drukken we met behulp van (2.14) 8 en
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Yin p uit, dan is de conclusie voor dit voorbeeld, dat het schema

(2.15) Ge+Duy , + 2(t-pdu + (p-Du, _, = 27f
voor
sinh 1 - 1
2.16 = 2=
( ) P cosh T -1

de homogene differentiaalvergelijking exact oplost, en de inhomogene

2
vergelijking tot op O(T ) benadert.

Stabiliteit van differentieschema's

In het volgende zullen we aandacht besteden aan de operator R—l.

Daartoe beschouwen we eerst de vergelijking

W = Uy, F) .
Er is verondersteld dat de oplossing U continu afhangt van (UO,F). Wanneer

U de toestand van een systeem beschrijft, U. de begintoestand is en F een

0
uitwendige beinvloeding voorstelt, dan betekent deze continuiteit dat een

verstoring van U, en F een toestandsverandering van de toestand U tot

0
gevolg heeft, welke zo klein gemaakt kan worden als men wil door er voor
te zorgen dat de verstoringen voldoende klein zijn. Men zou de toestand
6 stabiel kunnen noemen. Het ligt voor de hand differentieoplossingen u,
of het schema Ru = (uo,f), stabiel te noemen wanneer u continu is in het
paar (uo,f). We zullen eisen dat deze continuiteit uniform geldig is voor

T > 0, (Voor eindige waarden van T en vaste T 's, is hier in het alge-

k k
meen wel aan voldaan, omdat R dan uit een eindig aantal algebraische be-

werkingen bestaat.)

Definitie 2.5

Het differentieschema Ru = (uo,f) is over het interval [b,T] uniform

> Eaad
stabiel t.o.v. het paar (u.,f), wanneer u continu is in (uo,f)€ EO * E

en wel uniform op O < Tk j,?.

In deze vorm wordt de stabiliteit door Rjabenki en Filippow [8] ge-
definiéerd. De toevoeging uniform laten we in het vervolg weg en we zullen

spreken van R-F stabiliteit.
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Men spreekt ook wel van R-F stabiliteit t.o.v. de beginvoorwaarden
of t.o.v. de inhomogene term f, wanneer men continuiteit in (uO,O)
resp. (0,f) bedoelt. We merken op dat ten gevolge van de norm definitie
(2.5) voor (uo,f) deze beide laatste vormen van stabiliteit tezamen de

stabiliteit t.o.v. (uo,f) garanderen.

Een equivalente, maar meer concrete stabiliteitsdefinitie verkrij-
gen we door gebruik te maken van de stelling, dat continue lineaire
-1
operatoren begrensd zijn. Nu is R lineair, dus ook R is lineair en
. Uit
k Ui
de norm-definitie (2.5) volgt dan voor de R-F stabiliteit t.o.v. (uo,f)

-1
R || is begrensd en wel uniform in T

bovendien continu, dus l

-1
@1 |[lull] < [|r7]

|tags 22 || < constante-C|luy || + 1112]1D,

waarin de constante uniform begrensd blijft voor Tk > 0.

In deze vorm wordt de stabiliteit in Godunov en Rjabenki [ﬁ] gedefiniéerd.
We kunnen weer stabiliteit t.o.v. de beginvoorwaarden en t.o.v. de inho-
mogene term onderscheiden, wanneer de operator R_l uniform begrensd is

voor Tk ~> 0 voor de elementen (uo,O) resp. (0,f).

Convergentie van de differentieoplossingen

Uit (2.11) volgt direct dat een consistent differentieschema dat
R-F stabiel is t.o.v. de inhomogene term,een naar de analytische oplos-

sing convergerende differentieoplossing heeft. Er geldt dus

Stelling 2.1

Een consistent differentieschema, dat R-F stabiel is t.o.v. de in-
homogene term, heeft een oplossing welke voor Tk 2> 0 naar de analytische

oplossing convergeert.

We merken op dat de stabiliteitsvoorwaarde niet noodzakelijk is

voor convergentie, omdat de verstoring, welke de benaderingsfout vormt

. . -1
van een gegeven orde in T, is, Wanneer ‘lR l‘ nu maar van een lagere

k

-1, . . : .
orde in Tk is, kan men de toestandsverandering, zoals de discretiserings-

fout opgevat kan worden, toch wel zo klein maken als men wil door Tk vol-

doende klein te kiezen. De stabiliteitsvoorwaarde is echter niet alleen



gesteld om convergentie te
ligheid te verkrijgen voor

deringsfouten. Hierop gaan

verzekeren, maar ook om een zekere ongevoe-
verstoringen van een ander soort dan bena-

we later nog nader in.

Differentieschema's van de vorm u

k+1

=Au_ +arf
KT N
We zullen wat nader ingaan op schema's van de vorm

(2.18) Au + atf

u = Mk K’

k+1

u0 wordt weer bekend verondersteld. De matrices Ak

catiematrices en a is een constante. De tot dusver besproken voorbeelden

zijn de z.g. amplifi-

waren alle van dit type of als zodanig te schrijven. Bijvoorbeeld het

eerste orde schema (1.9) is te schrijven als

u = (1 - t)u, + 1f

k+1 k k’

en het tweede orde schema (2.15), waarvan de schema's (1.19) en (1.38)

bijzondere gevallen zijn, is equivalent met

= o P71 1-p 2T
Ygel = 2 p+1 g * 1+0 b Vg T p+1 fk
_1y
kel T b Yk

Hierin worden P # -1 en b # 0 verondersteld en zijn u0 en v0 de begin-
voorwaarden., In matrixvorm krijgen we
/“k+1\ { 2 ’S{% %TS uy , Ty
= | T
(2.19) ( . | & N i ] + 5 i ,
\\ k+1 i;’ \ b k

en dit is van de vorm (2.18).

Voor schema's van het type (2.18) is eenvoudig een bhovengrens voor de
norm van R—l af te leiden. Daartoe voeren we een functie 0(T) in, die het

maximum is van alle normen van de amplificatie-matrices, dus

la, [1.

Max
0<kN-1

(2.20) D) =
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Verder zullen we de normen ll || en ||| l]l met elkaar moeten kunnen

vergelijken. In het vervolg zullen we kiezen:

(2.21) [1ull] = Max ||uk||.
0<k<N

Stelling 2.2

Op de verzameling {(uO,O) | u, € E;} wordt R_1 begrensd door

0

< -1
Max (ak) en op de verzameling {(O,f) l feE } wordt R begrensd door
0<k<N

1-
Max (la]| t l_a ).
0<k <N
Bewi js

Uit (2.18) volgt

k
U = AA L ... Aguy +oat(f 4 ngl AA A D,
dus volgens (2.20) en (2.21) geldt
k+1 K n
I‘uk+1l| <o l’uo!l + Ea‘ 1 Z a l|fk_n|l
n=0
R |1y fal 2228 (11l
< a Hu, + lal T = £ .
In het bijzonder geldt
k
Hlull] < Max <!|u0H,a“+1ilu0||+mﬁ_g el
0<k<N-1

Vergelijking met (2.17) levert tenslotte bovenstaande bovengrenzen.
Met behulp hiervan bewijzen we de volgende stelling

Stelling 2.3

Schema (2.18) is R-F stabiel t.o.v. het paar (uo,f), wanneer

o=1+ 0(1) voor T > 0.



Bewi js

Indien a(t) < 1 op het interval 0 < T 5_?, dan volgt uit

£
3
|
|
i

dat

o(T).

(2.22a) !]R_lll

- T
Indien a > 1, is |!R 1|| uniform begrensd voor T > 0 als GN = aT/

uniform begrensd is. Nu geldt

N = exp [N 1n o] = exp [N 1n(@ + (3-1))]
= exp NG@-1D( + 0(@-1)] = exp [r + =2 - @ + 0(e-10)].
Wanneer dus a(T) = 1 + O(T), vinden we
(2.22b) e = exp lom],

en dit is uniform begrensd, want T is constant verondersteld.

Alvorens deze stelling toe te passen geven we een criterium, waarvan
in het volgende veel gebruik gemaakt zal worden in verband met het vinden

van schattingen voor eigenwaarden.

Criterium 2.1

2
De wortels van de vergelijking x - Sx + P = 0 liggen op of binnen

de eenheidscirkel, wanneer S en P voldoen aan de ongeli jkheden

P<1 , 1-sS+P>0, 1+8S+P2O0.
Bewi js
i
Zijn de wortels complex dan worden deze gegeven door x1 = re ¢ en
x2 = re_1¢. Nu stelt P het product der wortels voor dus P = rz, waaruit

de bewering volgt.
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Zijn de wortels reéel, dan volgt uit figuur 2.2 dat aan de 2

laatste voorwaarden van het criterium voldaan moet worden.

2
X -Sx+P \\n_ xz-Sx+P x2—Sx+P —

[\

fig. 2.2 fig. 2.3 fig. 2.4

Omgekeerd volgen uit deze 2 voorwaarden één van de drie figuren 2.2,
2.3 en 2.4, Alleen de situatie in figuur 2.2 is consistent met P < 1,

waarmee het criterium bewezen is.

We geven nu enkele toepassingen van stelling 2.3.

Voorbeeld 2.2

We beschouwen schema (1.9). Hiervoor zijn de amplificatie-matrices
allen gelijk aan de factor 1-7, dus @ = 1-T m,a.w. schema (1.9) is

R-F stabiel.

Voorbeeld 2.3

Schema (2.19) heeft de amplificatie-matrix

2 p-T 1-p
p+1 1+0
Ak:Az L
- 0
b

Voor de berekening van o(T) moeten we een norm voor de matrix A kiezen.

We zullen hier alleen beschouwen de z.g. maximum-norm llA'[l en spectrale

norm !lAIIz (zie hfdst. 1 deel 2). Deze worden respectievelijk gedefiniéerc
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als

(2.23) ]IA[ll = max Z laijl
j i

(2.24) lall, =V G(A"A).

Hi?rin stelt aij het matrixelement*?p de ide rij en de jde kolom voor,
A de getransponeerde van A en O0(A A) de grootste absolute waarde van
de eigenwaarden van A*A.
In het geval van de maximum-norm is eenvoudig na te gaan, dat a > 1
voor T > 0 als P <0 of P >1, Voor O < p <1 geldt, als we b = 1 kiezen
1-30 2

+ — T < <
1+p 1+p ) als 0 <o =

a(T) Max (1,
(2.25)

a(t) = Max (1, 1 - T) als T < p <1

2
1+p

In het geval van de spectrale norm kiezen we b =\/ %é% , 0 #1
en P # -1, De matrix A is nu symmetrisch en dus ]|A||2 = 0(A). De eigen-

waardenvergelijking bij A is

A2 g BT

A - — = 0.
c+1 1+p

We gebruiken nu het criterium 2.1 met

p-T _ p-1
(2.26) s =2 071 en P = o 1
Wanneer aan de voorwaarden van het criterium voldaan is voor 1 = 0, geldt

a(t) <1 + O(T). We vinden
(2.27) a(t) <1 +0(t) als p > 0.

We zien in de eerste plaats dat stabiliteit afhankelijk is van de
normen, die gebruikt worden: t.o.v. zowel de maximum-norm als de spec-
trale norm zijn de schema's met O < P < 1 R-F stabiel, terwijl de sche-

ma's met p > 1 alleen t.o.v. de spectraal-norm R-F stabiel zijn.
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In de tweede plaats volgt uit deze kwalitatieve analyse direct

dat de in de Inleiding behandelde schema's (1.19) en (1.38) welke
ontstaan als men P = 0 en p = -3 kiest, respectievelijk stabiel en

instabiel zijn.

Stabiliteit van berekeningen over lange tijdsintervallen

In de Inleiding is reeds ter sprake gekomen, dat de stabiliteit
over eindige en oneindige tijdsintervallen verschillend is. De kwanti-

tatieve behandeling van schema (1.19) toonde aan dat zowel de discreti-

seringsfout (t.g.v. de benaderingsfout) als de numerieke fout (t.g.v.
afrondingsfouten) exponentiéel met T samenhangen. Inderdaad volgt uit
(2.22), dat een dergelijk exponentiéel gedrag niet uitgesloten wordt
door de R-F stabiliteitsvoorwaarden. Wanneer er dus berekeningen ge-
maakt moeten worden over zeer lange tijdsintervallen (T groot) dan zou
men de tijdstap heel klein moeten kiezen. We zullen nu een stabiliteits-

definitie geven, welke zo'n exponentiéel gedrag bij voorbaat uitsluit.

Definitie 2.6

Het differentieschema Ru = (uo,f) is over het interval [b,w]

stabiel in de zin van O'Brien, Hyman en Kaplan (1|, wanneer u continu
2

is in (u.,0) voor vaste waarden van de tijdstappen Tk en wel uniform

O’
op het interval O <T < o
We zullen een dergelijke vorm van stabiliteit in het vervolg O'B-H-K
stabiliteit noemen. Uit de equivalentie van continue en begrensde

-1
lineaire operatoren volgt dat de O'B-H-K stabiliteit betekent dat ||R " ||
uniform begrensd is voor T + « (i.p.v. 1, > 0). Uit (2.20) en stelling

k
2.2 volgt dan voor schema (2.18)

Stelling 2.4

Schema (2.18) is O'B-H-K stabiel t.o.v. het paar (uO,O), wanneer

o <1 voor T = o,
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We merken op dat er voor a < 1 (T > =) geen O'B-H-K stabiliteit
t.o.v. de inhomogene term mogelijk is, omdat volgens (2.22a) voor
R ! geldt
-1
IR "[] = o(m,

maar i.p.v. het exponentiéle gedrag, dat optreedt voor o > 1, hebben we

nu te maken met een lineaire aangroeiing.

Voorbeeld 2.4

We beschouwen nogmaals schema (2.19) en in het bijzonder de sta-
biliteitsvoorwaarden (2.25). We zien hieruit dat o < 1 wanneer P en T

voldoen aan
(2.28a) 20-1>0, p<1, T2>0,

T.o.v. de spectraal-norm vinden we (toepassing van criterium 2.1 met

T # 0) de voorwaarden
(2.28b) 20- 1>0, T >0.

Schema (1.19), dat ontstaat voor p = 0, is dus niet stabiel voor bere-
keningen over oneindige tijdsintervallen. Dit volgde reeds uit de
kwantitatieve analyse uit hoofdstuk 1 (zie formule (1.37)). Ook het
schema met (zie voorbeeld 2.1)

_8inh 1T- T
cosh 7-1

T

W

is niet O'B-H-K stabiel.
Elk schema echter met p >0 voor 1= 0 is stabiel te maken voor berekeningen
over oneindige tijdsintervallen, door T <2p te kiezen.
Voorbeeld 2.5
Beschouw de differentiaalvergelijking

-U=0 0<t<T

=L

tt
(2.29) . .
v=u,, U =V, t=o0.
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We schrijven dit als

3 o 1\ 3 3
(2.30) W, = v , W=Ww als t = O,
t 0
1 0
Een consistent schema hiervoor is
-> 0 1 ->
= T
(2.31) Vil a + L o ) L

De amplificatie-matrices hebben de vorm

1 T
A =A =
k T 1
met eigenwaarden A=1+r1,
Het is duidelijk dat
a = ]|A||1 = IIA|12 =14+7T,

zodat schema (2.30) R-F stabiel is, maar niet O'B-H-K stabiel.

Opmerking 2.1

De stabiliteitsstellingen 2.3 en 2.4 stellen in sommige gevallen
een te zware voorwaarde. In het tweede deel van deze syllabus zullen
problemen behandeld worden, waarvoor verscherpte stabiliteitsstellingen

nodig zullen zijn.

Cpmerking 2.2

In de literatuur komt men vaak stabiliteit in de zin van Lax en

Richtmyer [?] tegen. Deze vorm van stabiliteit is equivalent met de

R~F stabiliteit t.o.v. de beginvoorwaarden en wordt gedefiniéerd voor

T/
schema's van de vorm W T Auk. Men eist dan dat de operatoren (A) T

voor T - 0 en T constant, uniform begrensd blijven.
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Stabiliteit in de zin van Forsythe en Wasow

In de praktijk zal de differentieoplossing u nooit exact berekend
kunnen worden, omdat er afrondingsfouten zullen optreden. Dit geeft

>
aanleiding tot een numerieke oplossing u . In analogie met de benade-

ringsfout en de discretiseringsfout definiéren we:

Definitie 2.7

De norm van de roosterfunctie d, welke gevormd wordt door alle af-

rondingsfouten noemen we de totale afrondingsfout.

Definitie 2.8

De waarde van |||u - u*Wl! noemen we de rekenfout van het differen-

tieschema t.g.v. de afrondingsfouten.

Forsythe en Wasow geven m.b.v. deze begrippen een meer op de prak-

tijk afgestemde stabiliteitsdefinitie, welke op het volgende neerkomt:

Definitie 2.9

Het differentieschema Ru = (uo,f) is over het interval b,T] stabiel

. . * . S s
in de zin van Forsythe en Wasow [21, wanneer u continu is in d en wanneer

1
de rekenfout niet sneller aangroeit dan een of andere macht van T voor

T > 0.

Forsythe en Wasow [é] betogen, dat in alle problemen, die mathema-
tisch geanalyseerd zijn, de grootteorde van de rekenfout Of een lage
macht van T_l 0f een exponentiéle functie van T-l is. In het laatste
geval zijn de differentieschema's ongeschikt voor werkelijke berekening;
dergelijke schema's worden door Forsythe en Wasow instabiel genoemd.

In analogie met de stellingen 2.3 en 2.4 voor de R-F en de O'B-H-K

stabiliteit bewijzen we voor de F-W stabiliteit (stabiliteit in de zin

van Forsythe en Wasow)

Stelling 2.5

Schema (2.18) is F-W stabiel, wanneer @ <1 + O(T 1n 1),
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Bewijs

>
De numerieke oplossing u van schema (2.18) kunnen we beschrijven

met het schema

> >
.32 =
(2 ) U Akuk + arfk + dk

o * -1
= Akuk + a-r(fk + (a1) dk).

Hierin is dk de afrondingsfout, die op het tijdstip tk

wordt. We kunnen deze afrondingsfouten interpreteren als een verstoring

= kT gemaakt

-1
(a1) “d van de inhomogene term, dus

(2.32") ue = R'l(uo, £+ (ar) ta).

Voor de rekenfout vinden we

zodat analoog aan (2.11) geldt

(2.33) M= ™ < TR - 2™ <8 e (] al]]

-1
Volgens stelling 2.2 wordt R in dit geval begrensd door

Substitutie van ¢ = 1 + O(1 1n 1) geeft analoog aan het bewijs van

stelling 2.3, dat

—1l| als at1 voor T >0

T
[IR =

< lale -

)

]lR =o(t Y als a +¥1 voor T >0,

waarin q = O(T).
Hieruit en uit (2.33) volgt de stelling.
Opmerking 2.3

Stel dat
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ol

1]
o
~
i
]
Ke]
~

=

en dat

11g - 2]

o) , 1> o,

dan geidt volgens (2.11) voor de discretiseringsfout

[THE = ul]] = o™,

Dus wanneer q < p sluit F-W stabiliteit convergentie van de differentie-

oplossingen niet uit (vergelijk de toelichting bij stelling 2.1).

Met behulp van (2.33) kunnen we een bovengrens geven voor, waar het
-~ >
ons in de praktijk uiteindelijk om gaat, het verschil u - u . Hiervoor

definiéren we

Definitie 2.10

De waarde van |‘|G - u*1|| noemen we de totale fout van het diffe-

rentieschema.

Uit (2.11) en (2.33) volgt met behulp van de driehoeksongelijkheid

@.30) [a-d N =1a-w+ - <a-ulll+ []u-d"]
dus

@.35) 1o - T < TR - e -2l + lal™ <M allD,

derhalve

.35 |a - o7 = TR - oGP+ [all] - o™y,

waarin p de orde van benadering is.

Het verkleinen van T reduceert de benaderingsfout maar vergroot de reken-
fout. In de praktijk is |||d|‘| echter zo klein, dat men in het algemeen
T geen beperkingen hoeft op te leggen, mits het schema F-W stabiel is.

Men kan zich echter voorstellen, dat voor een exponenti&el gedrag in T—l
van IIR-1‘| (instabiliteit), df de benadering zd grof is Of l]R-lll z6

>
groot is, dat de oplossing u onbruikbaar is.
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Voorbeeld 2.6

In de Inleiding is voor schema (1.19) een expliciete uitdrukking
afgeleid voor de rekenfout als functie van |||d|||, T en T (vergelijk

(1.37)). We zien hieruit dat de rekenfout O(T— ) is.

We besluiten dit hoofdstuk met een overzicht van de gegeven stabi-

liteitsdefinities in de vorm van voorwaarden voor o(T).

Schema (2.18) is stabiel in de zin van

1 . Rjabenki en Filippow als o i.l + 0(7) voor T > 0 en T constar
20. O'Brien, Hyman en Kaplan als o <1 voor T - « en T constar
30. Forsythe en Wasow als o <1 + O(t 1In 1) voor T > 0 en T constar
40. Godunov en Rjabenki als het R-F stabiel is .

50. Lax en Richtmyer als het R-F stabiel is t.o.v. beginvoorwaarder
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3. Differentieschema's voor parti&le differentiaalvergelijkingen

De voor gewone differentiaalvergelijkingen gegeven beschouwingen
worden in dit hoofdstuk uitgebreid tot partiéle differentiaalvergelij-
kingen. Daar waar de theorie vrijwel analoog is zal volstaan worden

met het geven van de overeenkomstige definities en stellingen.

Definities

Beschouw een reéel interval [O,T], een Euclidische ruimteejzn van
de dimensie m, en een gebied Gc7almet rand I'. Analoog aan hoofdstuk 2
voeren we in, een lineaire ruimte E van op (GuT) *—[p,T] gedefiniéerde
vectorfuncties U, en een lineaire ruimte E  van op Gu I' gedefiniéerde

0
vectorfuncties UO. Voorts definiéren we een lineaire deelruimte EF van
E, welke alle elementen U€ E bevat, die nul zijn op G *-[p,T]. We note-
ren de elementen uit EF met Griekse hoofdletters (# T). Interpreteren

we de variabele t ¢ BLT] als de tijd en de punten xe Gu ' als plaats-—

vector, dan zou men de elementen van EO als niveaufuncties behorend bij

E kunnen opvatten en E_ als de verzameling randfuncties uit E.

r
Met behulp van deze ingevoerde ruimten willen we de begin-randwaar-
deproblemen voor lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen abstract

definiéren.

Definitie 3.1

Een begin-randwaardeprobleem voor een stelsel lineaire partié&le

differentiaalvergelijkingen is een lineaire afbeelding L van een (onbe-

kend) element U ¢ E op een (bekend) element (UO,F,¢) eEo * E *-EF.

We noemen UO de beginfunctie, F de inhomogene term en ¢ de randfunctie.

Indien T leeg is en G uit één punt bestaat, defini&ert definitie 3.1 een

beginwaardeprobleem voor een gewone differentiaalvergelijking. We noteren

in het vervolg een partiéle differentiaalvergelijking als

(3.1) , L = (UO,F,q’).
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Voorbeeld 3.1

Het volgende begin-randwaardeprobleem voor de diffusie-vergelijking

is op te vatten als een lineaire toevoeging van de oplossing U aan de

drie functies UO, F en ¢
U, - U _=F voor (x,t) € (GuT) = [0,T]
Ux = & voor (x,t) €T » [_O,TJ
U =U, voor (x,t) € (GuT) » [0,0].

Hierin zijn U, F en ¢ scalarfuncties van de reéle variabelen x en t en
is U0 een functie van x. G bestaat uit een open interval van de x-as en
I' bestaat uit de 2 randpunten van G.

We normeren de ruimten E en EO met normen |||U|||en l|Uol[ en met
behulp hiervan maken we ook EO * E *'EF tot een genormeerde ruimte door

te definiéren:

(3.2) Hwy, w00l = o 1+ [T+ [Tell].

Aan L leggen we twee eisen op:

o o s . -1
1°. L heeft een ééenduidige inverse L ",
o -1

2 . L7 is continu in (UO,F,Q).
In het algemeen kennen we L“l niet, maar zijn é&énduidige existentie is
in vele gevallen wel te bewijzen. De continuiteit van L_1 is op te vatten,
zoals in het voorgaande hoofdstuk al opgemerkt is, als een stabiliteits-—
eigenschap van de oplossing U t.o.v. de gegevens UO’ F en 9.
In het vervolg geven we het definitiegebied van L met DL aan, het

beeldgebied met AL en we veronderstellen

= = > .
AL L(DL) EO E *—EF
Op analoge wijze willen we nu abstract differentieschema's definié&ren.
In plaats van het interval @,T] beschouwen we de verzameling punten uit

[p,T], welke gegeven worden door
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It =0, t =T,k=0,1,--.,N]].

w t _ T . ..
e noteren tk+1 tk met k en de grootste Tk met T. We kiezen bij elke

rij {Tk} in G een verzameling punten GT en op I een verzameling punten
r_.
T

Definitie 3.2

N
k'O
we een verzameling roosters, wanneer ze de eigenschap hebben, dat in

De puntverzamelingen QT = {t *‘(GT uTl ), met 0 < 1 j.?, noemen

elke omgeving van een punt uit GuTl voor voldoend kleine T een punt van

GT UFT ligt.

>
Verder definiéren we een lineaire ruimte E van op QT gedefiniéerde
>

vectorfuncties u, een lineaire ruimte E_ van op GT UFT gedefiniéerde vec-

0
> >

torfuncties uo en een lineaire deelruimte Ervan E van vectorfuncties

N

met de eigenschap dat ¢ nul is op {tk}o

-
Gr’ Wanneer U ¢E, U0 eEO of

¢ eEF, dan noteren we
[.-U]d =u, [U()]d = uo ’ [®]d = ¢‘

Hierin is [ ]d een discretiseringsoperator, welke aan functies gedefini-
eerd op "niet-discrete" verzamelingen, de roosterwaarden toekent.
In analogie met definitie 3.1 volgt nu

Definitie 3.3

Een differentieschema voor een begin-randwaardeprobleem is een line-

b
aire afbeelding R van een (onbekend) element u €E op een (bekend) element

> > >
(u,,%,9) €E; * E > E[.

-1 , 0 C g . A .
We veronderstellen dat R bestaat, éénduidig is en expliciet bekend is.
De oplossing van het begin-randwaardeprobleem LU = (UO,F,¢) wordt

in het vervolg de exacte of analytische oplossing genoemd en met U aange-

geven, de oplossing u van Ru = (uo,f,¢) wordt differentieoplossing ge-

noemd en de tengevolge van het afrondingsfoutenveld d berekende oplossing
>
u zal numerieke oplossing genoemd worden.

e > Lo > >
De ruimten E , E0 en E0 » E *—EF normeren we met normen
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(3.3) [Tl 1T TlagHl en g, £,00 [ = Tug [T+ 12l + [11el]]

en we eisen dat

(3.9) Hlal 1T > THul T Tag I~ 1o 1] a1s © > 0.

We kunnen nu alle nodige begrippen definiéren. De definities lopen

parallel met de in hoofdstuk 2 gegeven definities.

Definitie 3.4

De waarde van IIRJ - Bﬁldll is de benaderingsfout van het schema

Ru = (uo,f,¢) voor het begin-randwaardeprobleem LU = (UO,F,¢).

Definitie 3.5

De waarde IIIG - ui]l is de discretiseringsfout van de differentie-

oplossing.

Definitie 3.6

Een differentieschema is consistent met een differentiaalvergelijking
over een klasse C© DLF\E, wanneer voor alle U€ C de benaderingsfout van

het differentieschema voor T - 0 naar nul gaat.

Definitie 3.7

De differentieoplossingen convergeren over de klasse CC DLrlE naar
de analytische oplossingen Ué€ C, wanneer voor alle 56 C de discretiserings-—

fout van de differentieoplossingen voor T 2 O naar nul gaat.

Definitie 3.8

Het differentieschema Ru = (uo,f,¢) is over het interval [b,T] sta-
biel in de zin van Rjabenki en Filippow, wanneer u continu is in

>
(uo,f,¢) €E, >

> ko
E *'EF en wel uniform in 0 < T < T,

k

Definitie 3.9

Het differentieschema Ru = (uo,f,¢) is over het interval ‘b,T]

stabiel in de zin van Godunov en Rjabenki, wanneer geldt
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(3.5) [l <~ Tag T+ w el T+ wg [ Te T,

waarin Nl’ N2, N3 onafhankeli jk van Tk en (uo,f,¢) zijn.

Definitie 3.10

Het differentieschema Ru = (uO,f,¢) is over het interval {b,“ﬂ

stabiel in de zin van O'Brien, Hyman en Kaplan, wanneer u continu is

in (uO,O,O) voor vaste waarden van de tijdstappen Tk en wel uniform

op het interval O <T < =,

Definitie 3.11

Het differentieschema Ru = (uo,f,¢) is over het interval [b,T]

. . . *
stabiel in de zin van Forsythe en Wasow, wanneer de rekenfout u - u

2 0™, g 50

> > >
voldoet aan het schema R (u - u ) = d met ;I(R )

voor T ~ O,

Stellingen

De in hoofdstuk 2 gevonden resultaten zijn zonder meer over te
dragen op differentieschema's van het type Ru = (uo,f,¢). Zonder bewijs

vermelden we de volgende drie stellingen
Stelling 3.1
Voor de benaderingsfout en de discretiseringsfout geldt
~ -1 IR -
(3.6) e =] < [IR[]g « [|Ra - O] ],
waarin C de beschouwde klasse van functies U is (vergelijk (2.10)).

Stelling 3.2

De stabiliteitsdefinities van Rjabenki-Filippow en Godunov-Rjabenki
zijn equivalent.
Stelling 3.3

De differentieoplossingen van een consistent R-F stabiel schema

convergeren naar de exacte oplossing als t > 0.



44

Vervolgens bewijzen we de volgende zeer belangrijke stelling.

Stelling 3.4
Stel dat voldaan wordt aan de volgende voorwaarden

(1) Voor de benaderingsfout over de klasse C geldt
“Pra - Lol = [(O,H,‘P)]d +0(), T>0

waarin p > 0 en (0,H,Y¥) € L(C). (L(C) is het beeld van C onder L.)
(2) W is de oplossing van LW = (0,H,Y).
(3) Het schema is R-F stabiel.

Onder deze voorwaarden geldt

p

(3.7) J =u+ Tw+ o(t

p), T >0,

Bewi js
Uit stelling 3.1 volgt (zie ook formule (2.11))
d-u="gr! PR - (ol p,

zodat volgens voorwaarde (1)

§-u= " RTCOH,D] +oa).

= P R, + 0.

[=1
|

e
!

Uit voorwaarde (1) volgt dat de benaderingsfout van de orde Tp is, dus

Rw - (W], = O(:P).

Hieruit volgt
u-u=rtP R-l(Rw + O(Tp) + o(1))

Py + TP R 0Py + o(1)

Py + ? o).

[}
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-1 -1
Volgens voorwaarde (3) is R =~ continu, dus R (0o(1)) = o(1) voor T = O,

Hiermee is de stelling beweien.

Opmerking 3.1

De stelling beschrijft een asymptotische voorstelling voor u - u.

We zien dat de locale discretiseringsfout van dezelfde orde in T is

als de benaderingsfout.

Opmerking 3.2

Voorwaarde (1) is geenszins triviaal; de bewering is dat het linker-
1lid voor T - O een discretisering is van een element uit L(C) op de 1li-
miet van de verzameling roosters {QT}::% . Aangezien QO een echte deel-
verzameling van GU T kan zijn (Q0 ligt dan dicht in GUT volgens defini-
tie (3.2)), is niet altijd aan voorwaarde (1) voldaan. Bijvoorbeeld,
wanneer L(C) uit continue functie-tripels bestaat, moet T—p(R& - Bﬁ]d)
voldoende "glad" zijn op QO om een discretisering te kunnen zijn van een

element uit L(C).

Opmerking 3.3

We kunnen w elimineren wanneer we twee differentieoplossingen u1

en u2 kennen. Op de doorsnede van de roosters Ql en Q2 geldt dan

(3.8) G=u, + ——>t— . O(Tf

Tg) .
(Tl/'rz)p -1

Door deze extrapolatie kan een aanzienlijke verhoging van de nauwkeurig-

heid verkregen worden.

Differentieschema's van de vorm Y= A-Ek + tDf + B¢

We zullen het volgende schema nader beschouwen

u =Au + TDf, + B$ , k =0,1,...,N-1

k+1 k'k k’

(3.9 Ak’ D en B lineaire operatoren

Df,_ = 0 op FT



46

De meeste lineaire parti&le differentiaalvergelijkingen geven aanlei-
ding tot dergelijke schema's.
Voorbeeld 3.2

We beschouwen het volgende begin-randwaardeprobleem voor de

diffusie-vergelijking

u,_-1U =F voor 0 <x <1, 0<t<T
t XX - - - —
Ux =-% voor x =0, 0<t<T
Ux = ®voor x =1, 0<t<T
U = U0 voor 0 < x <1, t =0,
We kiezen een rooster QT bestaande uit punten (xj,tk) = (jg, k1),
waarin j de waarden O, 1, 2, ..., m aanneemt en £ = m is. We drukken

£ in T uit door middel van de relatie

£ =\ =
r

waarin r constant verondersteld wordt. De puntverzamelingen Q vormen nu
T
inderdaad een rij roosters in de zin van definitie 3.2.

Op het rooster,QT definiéren we het schema

T . _
uk+1 = X+uk+1 + L/;; ¢k+1 in het punt Xj =0

= - T i j= -
U r X_uk + 1 2r)uk + rX+uk + fk in de punten xj, j=1,2,...,m-1

WAS
= + - i = .
uk+1 X_uk+1 T ¢k+1 in het punt Xj xm

Hierin stelt X+ een verschuivingsoperator voor welke aan de functiewaarde
in een punt (x;,tk) de functiewaarde in het punt (xj+1,tk) toevoegt.

Dit schema verkrijgen we door vervangen van de afgeleiden door differentie-
quotiénten (vergelijk schema (1.48) uit de Inleiding).

We vormen bovenstaand schema om tot



47

= - 2 \/l i =
U g = Tuy + 1 2r)X+uk + rX+uk + TX+fk + - E+¢k, j=20

(3.10) |

ot
1]

- f
rX u_ + (1 2r)uk + rX+uk + T

K+l Uy j=1,...,m"1

k’

u

2 T .
K+l rX__uk + (1 - 2r)X_uk + ruk + rX_fk +\/ .~ E+¢k’ J = m,

waarin E+ gedefiniéerd wordt door E+¢k = ¢k+1'
Uit deze differentieformules kan men direct de operatoren A, D en B af-

lezen.

Voorbeeld 3.3

Vervolgens beschouwen we een zuiver beginwaarde probleem (Cauchy-

probleem) voor de golf-vergelijking.

- = F —o < < o < <

Utt Uxx voor Sx <® 0t <T

— = -~ < < o =

U = UO’ Ut V0 voor <x < =®, 0t C.

We voeren (U’Ut) = (U,V) als nieuwe afhankelijke (vector-)variabele in
_ e ir o I -

en definiéren op het rooster QT = {(xj,tk) | xj = jé& i 7o tk kT,
r constant} het differentieschema:

Ul T Uk T TV

Vel = Vet r(x_ -2+ X+)uk + Tfk
ofwel

u 1 T u 0
(3.11) = + T

- X
v K+l r(X_ 2 + +) 1 v Kk fk

Hierin stelt X+ weer dezelfde verschuivingsoperator voor als in voorbeeld

3.2.

Opmerking 3.4
Sommige schema's zijn van de vorm

Ckuk+1 = Hkuk F eeey
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dus

-1 . R .
Wanneer men Ck niet expliciet kent, wordt het schema impliciet genoemd.

In alle andere gevallen spreekt men van expliciete schema's.

Stabiliteit van schema (3.9)

-1
We brengen de norm van R in verband met de normen van Ak, D en B.

Door iteratie verkrijgen we uit (3.9)

Uer T Ao 0 Aot

k

+ T(Df nzl A ... A D)

1\
+ Bo + ngl A ooo A Bo D).

We definiéren de operatoren Pk’ Qk en Sk door de formules

(3.12) Puy = A .. Agug
K
(3.13) Qf = T(df + ] A ... A .Df )
n=1
K
(3.14) s, = Bo_ + nzl A eee AL BO

Hiermee kan schema (3.9) in de volgende vorm geschreven worden

(3.15) U= Pkuo + Qkf + sk¢.

We kiezen weer (vergelijk (2.21))

IHuH|=Og§NIth

en in analogie voor de operatornormen IIPk[‘, l!lel en ,ISkll de boven-

grenzen !IIP[II, |||Q||| en [|[S||, volgens de formule:
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. = Max ||p |].

(3.16) 12l olékiNl'pkl'

Aldus verkrijgen we de ongelijkheid

@A [al T[] < [T = Tlagll+ THRIT < [T+ [HSIIT < 1Tell].

Analoog aan stelling 2.2 geldt nu de stelling

Stelling 3.5

Voor schema (3.9) geldt

-1 k
(@) |[|[R7]]. < Max «a als C = {(u_,0,0) | u_e E*}
C —-Ojkjﬂ 0 0 0
-1 1 - ak
® 8] < Max o] 225 ats o= {0,800 | 1eE"
0<k<N «
-1 1 - ak >
(c) HR ||C < Max (HBH T——_—&—) als C = {(0,0,¢) l ¢)€Er}

O<k<N

waarin o weer de maximale amplificatie-factor voorstelt.

Stabiliteit t.o.v. de beginvoorwaarden

Uit stelling 3.5 (a) volgen direct de volgende twee stellingen (ver-

gelijk de stellingen 2.3 en 2.4)

Stelling 3.6

Schema (3.9) is R-F stabiel t.o.v. de beginvoorwaarden, wanneer
o =1+ 0(t) voor T > O,
Stelling 3.7

Schema (3.9) is O'B-H-K stabiel, wanneer @& <1 voor T > ,

Voorbeeld 3.4

We voegen in voorbeeld 3.2 nog een term alU aan het linkerlid toe.

In de punten xj, j=0,1, ..., m geldt dan
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.
2
U = ru, + (1 2r - aT)X+uk + rX+uk, j=20
(3.18) ¢ g = rX_uk + (1 - 2r - aT)uk + rX+uk, j=1, ..., m-1
= eru + (1 - 2r - aT)X + j =
Ukt T Y R e S

waarin de inhomogene term en de randfunctie buiten beschouwing gelaten
zijn.

Wordt voor ||uk|| en IIAk‘l de maximumnorm gekozen,

= M =
o 1= gl 1 Tl a1,
waarin || || door (2.23) gedefinierd wordt, dan geldt
o(t) =r + |1 - 2r - aT| + r.

We passen stelling 3.6 toe. Dit levert
1 -2r -at| <1 - 2r + cT,

waarin ¢ een constante is. Uitwerking geeft

(c - a)T.

[N

+

L

(3.19) a>-c¢c, r <

Dit moet gelden voor T - 0, dus we vinden de R-F stabiliteitsconditie

(3.20) r <

N

Vervolgens passen we stelling 3.7 toe, dus c = 0 en T = constant.

Uit (3.19) volgen de O'B-H-K stabiliteitscondities

1 -
(3.21) a>0, 1< 2—-:—25.

Voorbeeld 3.5

We beschouwen voorbeeld 3.4, maar kiezen een andere randvoorwaarde

in x = 0, namelijk
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Een consistente differentieformule hiervoor is

w = —— X x, = 0.

k+1 - kel X
1 - b\/—
r

Dit kan m.b.v. de in Xy geldende differentieformule geschreven worden

als

Vi

u = ————— =+ (ru, + (1L - 2r - aT)X+u

k+1 »[; _ bvﬁ: k

Behalve de voorwaarden (3.20) of (3.21) moet nu ook gelden

(3.22) 1 - 2r - at| :_illzl:_él[;l @1 + c1) - 2r,
Ve

1
We beschouwen de R-F stabiliteit van het schema als r = bR Voorwaarde

(3.22) 1luidt dan

2
X + rx+uk).

lalt < |1 -bV2r| @+ ct) -1

ofwel voor T > O

1 -b/ 21t >1 + 0(1)
waaruit volgt
(3.23) b < 0,

Vervolgens beschouwen we de O'B-H-K stabiliteit. Uit (3.21) volgt

dat 1 - 2r - aT niet negatief is, zodat (3.22) overgaat in (c = 0)

V:T(l - at) §_|Vr; - er:

We werken dit uit voor b < O en vinden dan voor a # 0

b2

2 .
r

(3.24) T2

o

Indien a = 0 wordt er geen verdere voorwaarde gevonden.
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Stabiliteit t.o.v. de inhomogene term

Uit stelling 3.5 (a) en (b) volgt direct de volgende stelling.

Stelling 3.8

Schema (3.9) is stabiel t.o.v. de inhomogene term, wanneer het
stabiel is t.o.v. de beginvoorwaarden en wanneer I!D‘[ uniform begrensd

is voor 1 » O.

Voorbeeld 3.6

Aan Rjabenki en Filippow [8, p. 38] ontlenen we het volgende begin-

randwaardeprobleem

— = F 0O <x < 0 <t<m
2 ’ —_— p—— _ —_—
stax>  OF
U=0 ,x=0,T ,0<¢t<m
U=U,&), 0<x<m, t=0.

Op het rooster QT, bestaande uit punten (xj, t.) = (j&, kT) met

k
g = ﬁ , definiéren we het differentieschema:
uk+1 =0 in het punt xj = 0,
X u +(12—2)u + Xu = X u +(T2—2)u + Xu +T3f
+ k+1 k+1 -"k+l T T+ k Kk -k k
in de punten xj =3¢, j=1, ..., m-1,
uk+1 =0 in het punt x‘j =,

We hebben met een impliciet schema te maken

3
Cuk+1 = Huk + 1 fk.

2 -1
Op operator D is van de vorm T C ~. We zullen hiervan bewijzen dat deze

niet uniform begrensd blijft als T naar nul gaat.
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Beschouw de roosterfunctie

g, = (0, sin 1, sin 21, ..., sin mt),

waarin de tussen haakjes voorkomende waarden de waarden van 8o in

Xj = j& voorstellen. Uit bovenstaand schema zien we direct dat

2 .
Cgo = (0, (tr7 - 2)sin T + sin 271, ..., sin(j-1)1 + (TZ - 2)}sin JT +

+ sin{(j+l)t, ..., sin m71).

Uitwerking geeft

Cg,., = (Tz - 2 + 2 cos T)go.

0

Bli jkbaar is go een eigenfunctie van C met eigenwaarde
A= (TZ - 2 + 2 cos T). Hieruit volgt dat A_l eigenwaarde van C_1 is en
-1
aangezien IIC ]I groter dan of gelijk aan zijn eigenwaarden is t.o.v,

geschikt gekozen normen, geldt

2
I

IIo]] = <21lcM ] > 22 -2+ 2 cos DL = 07D

D is dus niet uniform begrensd voor t - O en daarmee is het schema in-
stabiel t,o.v. de inhomogene term. Het schema is wel stabiel t.o.v. de

beginvoorwaarden (zie [}, P 38]).

Stabiliteit t.o.v, de randvoorwaarden

Aan deze vorm van stabiliteit is over het algemeen heel moeilijk te
voldoen, In de operator Sk ontbreekt namelijk de factor 1t zoals die in

de operator Qk optreedt.

Stelling 3.9

Schema (3.9) is stabiel t.o.v., de randvoorwaarden in de volgende
twee gevallen:
(a) De randvoorwaarden zijn van de eerste soort em ||B|| is uniform
begrensd voor T - 0.

(b) @ <1 en IIB[! is uniform begrensd voor T > O,



54

Bewi js
(a) Wanneer de randvoorwaarden van de eerste soort zijn hebben de

operatoren A in de randpunten een "nulwerking'', zodat uit de definitie
van S, (formule (3.14)) volgt

S = .

k ¢ B ¢’k
Uit (3.17) en de uniforme begrensdheid van B voor 1t - O volgt het eerste
deel van de stelling.

(b) Dit volgt direct uit stelling 3.5 (c).

Voorbeeld 3.7

We beschouwen nogmaals het begin-randwaardeprobleem voor de diffu-
sie-vergelijking uit voorbeeld 3.2. Uit schema (3.10) volgt, dat voor

de randoperatoren geldt

lIB]]| = o(VD,

zodat de stabiliteit t.o.v. de randvoorwaarden niet vast staat.
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4, Zwakke en sterke stabiliteit

In dit hoofdstuk zullen we de invloed van afrondingsfouten op het
rekenproces onderzoeken, en wel aan de hand van een artikel van O'Brien,
Hyman en Kaplan [1]. Een en ander zal in verband gebracht worden met
de stabiliteitsdefinities die we hebben leren kennen. We zullen dit weer
abstract formuleren met behulp van de in hoofdstuk 2 en 3 ingevoerde

notaties,

Gedrag van de rekenfout

Evenals in hoofdstuk 2 voor het differentie-analogon van gewone
differentiaalvergeli jkingen, zullen we in het geval van partiéle dif-

Vferentiaalvergelijkingen definiéren de totale afrondingsfout |[ld|||,

> ~ 3
de rekenfout I]lu - u lli en de totale fout l||u -u l[l. Analoog aan
(2.34) kunnen we de totale fout begrenzen door de som van de benaderings-

fout en de rekenfout:

(2.30) G = @ < T =l [+ e = o]

We gaan nu nader in op het gedrag van de rekenfout als functie van Tk

en T. In de praktijk zou men wensen dat voor vaste tijdstappen Tk en
een willekeurig foutenveld d, de rekenfout uniform begrensd blijft voor
T > © en dat deze grens naar nul gaat als [||di|| > 0. Hieraan beant-

woordt de volgende definitie (O,Brien, Hyman en Kaplan).

Definitie 4.1

Het differentieschema Ru = (uo, f, ¢) is sterk stabiel [;], wanneer
>
de rekenfout ‘[Iu - u !!‘ voor een willekeurig foutenveld d en voor vaste

tijdstappen T, uniform begrensd blijft als T > «,

k
Naast deze sterke stabiliteit voeren O'Brien, Hyman en Kaplan ook

het begrip zwakke stabiliteit in.

Definitie 4.2

f, ¢) is zwak stabiel DJ, wanneer

=0 als k # 0,

Het differentieschema Ru = (uo,

de rekenfout !]’u - u*11| voor het foutenveld d, met dk

en vaste tijdstappen Tk’ uniform begrensd blijft als T > o,
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Het is duidelijk dat sterke stabiliteit een veel zwaardere eis is
dan zwakke stabiliteit. Slechts begin-randwaarde problemen welke een
stationnaire oplossing hebben als t - » laten zich door sterk stabiele
schema's beschrijven. Hierop komen we in het tweede deel van deze
syllabus nog terug.

O'Brien, Hyman en Kaplan bepalen zich tot een onderzoek naar zwakke
stabiliteit. Zij rechtvaardigen dit door de aanname dat de afrondings-
fouten "at random" optreden, zodat geen accumulatie verwacht hoeft te

worden.

Stelling 4.1
Schema (3.9) is zwak stabiel, wanneer het O'B-H-K stabiel is.
Bewi js

In het differentieschema (3.9)

(3.9) U = Akuk + erk + B¢k

introduceren we voor k = 0 de afrondingsfoutenfunctie do, dus
4.1 “-a Df_ + B 4 = d
(4.1 u; = Aguy + Tf  + Boy + dy =uy + dg.

>
Voor de verdere berekeningen mogen we de nu ontstane uy als beginfunctie
zien, zodat het effect van de eenmalige afrondingsfout opgevat kan worden

als een verstoring van de beginvoorwaarden.

We kunnen dit ook inzien door (4.1) te schrijven als

-1

2
(4.1") u o= Ao(uO + AgTdg) + TDf + BS ),

waarin Ao o een verstoring van uO betekent.
.

Uit definitie 3.10 volgt nu de stelling.

Tot zover de beschouwingen van O'Brien, Hyman en Kaplan.

We zullen nu de sterke stabiliteit van differentieschema's onder-
zoeken; daartoe voeren we een deelruimte Ez van E*'in, bestaande uit
roosterfuntties welke op de randpunten TT nul zijn. We bewijzen nu de

volgende stelling
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Stelling 4.2

Schema (3.9) is sterk stabiel, wanneer de maximale amplificatie-

factor o kleiner is dan 1.

Bewi js

Bij het begrip sterke stabiliteit neemt men als uitgangspunt de
situatie, dat bij elke berekening afzonderlijk, afrondingsfoutén ge-
maakt worden. We kunnen dit weergeven door in schema (3.9) een term d

k
toe te voegen; we Kkrijgen dan

(4.2) u . = A u + TDf, + Bo + d

k+1 k 'k k k*

We kunnen nu de invloed van de afrondingsfouten niet zien als een ver-
storing van de beginvoorwaarden. We splitsen het foutenveld d volgens
d=b+8)

waarin be E: en Re E?, dan kan vergelijking (4.2) worden geschreven als

>
(4.3) Ui = Ak u + erk + bk + B¢k + Bk

Indien we de operatoren D beperken tot niveaufuncties waarvan de
e
bijbehorende roosterfuncties in EG liggen, kunnen we D inverteren. Omdat
ook B inverteerbaar is, kunnen we vergelijking (4.3) schrijven als

' - EvS - r-l -1 -18
(4.3") u A u ¥ D(fk + D bk) + B(¢k + B k).

>
We voeren in de roosterfuncties e en € uit E , door de volgende relaties

>
voor de bijbehorende niveaufuncties uit E_:

0

-1 -1 -1
(4.4) e, =T Db , £ =B Bk.

We zien dat het foutenveld d op te vatten is als een verstoring e van de

inhomogene term en een verstoring € van de randvoorwaarden.

In de notatie van het voorgaande hoofdstuk heeft vergelijking (4.3')

de vorm

2 ;
(4.5) Ru = (u f+e, ¢+e),

0’
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De differentieoplossing u voldeed aan een schema van de vorm

Ru = (u

o’ f, ¢)):

dus voor de discretiseringsfout vinden we (R is lineair en inverteer-

baar)
u - u*-= R-I(O, e, €),
derhalve
¥ -1 -1
4.6) |[lu =[] <[IRT[] « [[,e,ed]|= [[RT]] - ([[le][| + [[le]]D

¢ s
We zullen de norm in E¥ in die van EO uitdrukken met de relatie (vergelijk

(2.21))

el = max |1, 1.
k k

. Met behulp van stelling 3.5 (b) en (c) vinden we

l—ak

=« «lIoli + [[BID « c[llell] + [lellD.

@. |llu - o711 < Max ¢
k

Substitutie van e en € geeft tensSlotte

- -1 - -
@7 [u - o []] < max &2« el + [[slD-a™ 0]« 272 ])
k
< 1lall1,

waaruit de stelling direct volgt.

Opmerking 4.1

De ongelijkheid (4.7') geeft geen uniforme bovengrens als T > 0 en

T constant. We kunnen bewijzen, dat een schema Ru = (uo, f, ¢) met een
>

in T uniform begrensde rekenfout Illu -u 1]| niet consistent kan zijn

met een differentiaalvergelijking. Daartoe schrijven we

1

* -1 -1 -1
u-u =R (0,e,e) =1 R (0,Te,TE)
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waarin e = Te en € = Te., Nu geldt

dus voor T = 0 gaat gk niet naar nul.
Stel dat het differentieschema consistent is met het begin-rand-

waardeprobleem

LU= (U, F, 9).

OI
Verder veronderstellen we het foutenveld d zodanig, dat voor 1 - O de
foutenvelden convergeren naar een continue functie. We zullen de con-

tinue functies waartoe e en € naderen voor T > 0 resp. E en € noemen.

Uit de vergelijking

¥ _1 —_— —_
T(u-u) =R (0, e, €)
volgt dat dit voor T > O overgaat in de relatie
Lo = (0, E, &),

waarin in elk geval E # 0.
Nu is L lineair, zodat er een tegenspraak bereikt is.

We kunnen dus besluiten dat een willekeurig foutenveld een versto-
ring van het rekenproces vormt, welke geen R-F stabiliteit toelaat.

Daarentegen laat een éénmalige afrondingsfout d. wel R-F stabiliteit toe.

0
Opmerking 4.2

Uit (4.7') volgt voor de rekenfout een gedrag als functie van T

(T constant) van de vorm

> - l_k
o - o[ ~ 79 OTiTN 1—2 : 1||d|l|,

waarin q > O. Indien ¢ <1 + O(T 1n 1) is dit het gedrag dat nog net

de F-W stabiliteit garandeert (vergelijk definitie 2.9 en 3.10).
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5. Enkele methoden voor stabiliteitsonderzoek

In het voorgaande hoofdstuk hebben we gezien wat voor verandering
in de differentieoplossing u optreedt ten gevolge van een verstoring
door afrondingsfouten. Het bleek dat de maximale amplificatie-factor
o hierin een belangrijke rol speelde. We zullen nu enkele methoden be-
schrijven, waarmee deze o geanalyseerd kan worden m.a.w. we zullen ons

met de stabiliteit t.o.v. de beginvoorwaarden bezighouden.

(a) Directe methode van Todd

Zij gegeven een homogene partié&le differentiaalvergelijking met
begin- en randvoorwaarden. We denken hierbij in het bijzonder aan een
‘parabolische vergelijking met homogene randvoorwaarden van de eerste

soort, bijvoorbeeld de diffusie-vergelijking

op het gebied 0 < x <1 en 0 <t <T met de beginvoorwaarde

U(x,0) = Uo(x)

en de randvoorwaarde
U(0,t) = U(,t) = 0.
Een dergelijk probleem geeft aanleiding toteen schema van de vorm

U = A u k=0,1, ..., N,

waarin A een lineaire differentie operator is.

Met behulp van de directe methode (Todd @O], Godunov-Rjabenki Eﬂ)

tracht men de norm van de operator A zonder omwegen te bepalen.

Wanneer het interval op de x-as (m+l) roosterpunten bevat, kan A
weergegeven worden door een (m-1)*(m-1) matrix. Bij een expliciet schema
is dit bovendien in het algemeen een bandmatrix.

We zullen hier uitsluitend z.g. normale matrices beschouwen.

Definitie 5.1

Een normale matrix is een matrix die commuteert met zijn geconjugeerd

getransponeerde.
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Bijvoorbeeld alle symmetrische matrices zijn normale matrices.

T.o.v. normen, welke afgeleid zijn van een inwendig product, heb-
ben symmetrische matrices de eigenschap dat de matrix-norm gelijk is
aan de spectrale norm (grootste eigenwaarde in absolute waarde). Iets
dergelijks geldt voor normale matrices.

Stelling 5.1

T.o.v. een inwendig-product-norm is de norm van een normale matrix

gelijk aan zijn spectrum-norm,

Verder zullen we gebruik maken van de stelling:

Stelling 5.2

Indien de matrix A eigenvectoren nv heeft en eigenwaarden Av’ dan
k
heeft de matrix A dezelfde eigenvectoren en eigenwaarden At voor alle

gehele waarden van k.,
Voor het bewijs van deze stellingen zij verwezen naar de literatuur [}].
De directe methode is toe te passen, wanneer we A kunnen uitdrukken

in eenvoudige standaardmatrices, waarvan we de eigenwaarden kennen. In

de theorie van Todd @O] neemt de symmetrische (nxn) matrix

(5.1) T = (.., 1 -2 1, ...)
een centrale plaats in. We ontlenen aan Todd BOJ de volgende stelling:

Stelling 5.3

De matrix Tn heeft eigenvectoren nv en eigenwaarden Xv, welke gege-

ven worden door

. Vvjm .2 v

= ~Jr A o= - P L

(5.2) nv sin ) v 4 sin PYCYSD)
j=1,2, ..., n; v=1,2, ..., n.

Uit stelling 5.2 en 5.3 volgt nu direct dat de matrix Ti eigen-

vectoren nv en eigenwaarden Uv heeft, welke gegeven worden door
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vVim 4 AVAis
(5.3) no=sin 3%y =22 2 16 sin

— i,V =
v n+l \Y V) 2(n+1) J, 1,2,...,n.

Volledigheidshalve geven we hier ook de expliciete vorm voor Ti:

(5.4) Ti = (.., 1 -4 6 -4 1,...)

. . 2 .
waarbij het eerste en laatste diagonaalelement van Tn niet 6 maar 5 is.

Bij de toepassing van de directe methode zullen we de matrices
welke door Tn gegenereerd worden laten werken op vectoren, die gevormd
worden door de waarden in de inwendige roosterpunten (GT) van het be-
schouwde niveau. Dit is mogelijk omdat we ons hier beperken tot rand-
waarden van de eerste soort, dus de differentieoplossing is op de rand
gegeven.

Wanneer we b.v. Tn bekijken, dan zien we dat de werking van Tn overeen-

komt met het differentieschema

u = (X_ -2+ X+)uk in x

k+1 1’

De homogeniteit van de randvoorwaarden zorgt ervoor dat de waarden van

u, in de randpunten Xo e X 4

uk in x1 en X weggelaten kunnen worden. Hierdoor is het differentie-

schema inderdaad door de symmetrische matrix Tn voor te stellen.

die nodig zijn voor de berekening van

De toepassingsmogelijkheden van de directe methode laten zich het

best duidelijk maken aan de hand van enkele voorbeelden.

Voorbeeld 5.1

We beschouwen weer het klassieke expliciete differentieschema voor

de diffusievergelijking met homogene randvoorwaarden in x = 0 en x = 1.

Dit kan geschreven worden als

= - +
wo xx_ + 2r) rX+)uk,
T
waarin r = — (vergelijk voorbeeld 3.2) en waarin X_ en X+ in de punten
x, resp. x_ ., aan u,_ de waarde nul toekennen.

1 m-1 k

We schrijven dit schema als matrix-vergelijking:
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waarin

A=1I+r Tm—l'

Volgens stelling 5.3 zijn de eigenwaarden o, van deze matrix

. 2
a, = 1 - 4r sin %ﬁ , v=1,2, ..., m-1,
Voor a = I‘AI’ Max v! vinden we
v
o = Max (|1~ 4r sin® |, |1 - 4r sin® T2 0]
= Max (|1 - 4r sin2 %E|’ |1 - 4r Cosz %El)-

Voor o f.l is het schema zowel R-F stabiel als O'B-H-K stabiel. Dit
betekent

(5.5) r < ———pg— .

Voorbeeld 5.2

We zullen nu een impliciet differentieschema voor de diffusie-

vergeli jking analyseren:

u - u (X - 2 + X Ju + (X -2 + X)u
(5.6) k+1 k _ k+1 +" "k .
T 25
We stellen weer r = 15 . Schema (5.6) kan geschreven worden als
£
' — - — -—
(5.6") (rX - 2@1+r) + rX )uk+1 = (rX_ + 2(1-r) + rX Juy

We definiéren een matrix B door

(5.7 B=2I-rT .

Hiermee kan (5.6') als de volgende matrix-vergelijking geformuleerd

worden

Buk+1 = (41 - B)uk,



64

dus

-1
Weq = (4B - I)uk.

-1
De eigenwaarden o, van (4B - I) zijn volgens stelling 5.3

2 v
1 - 2r sin —
4 2m

o = -1= , v=1,2,...,m-1,
Vv . 2 vTm .2 vr
2 + 4r sin —— 1 + 2r sin ——
2m 2m

Blijkbaar is dit schema onvoorwaardelijk stabiel.

We merken op dat men deze stabiliteit moet bekopen met het inverteren
van de matrix B. In numerieke berekeningen betekent dit dat er meer
rekentijd per tijdstap nodig is, maar men kan de tijdstappen veel gro-
" ter kiezen dan in het klassieke expliciete schema. In het tweede deel
van deze syllabus zal de diffusievergelijking nauwkeuriger onderzocht

worden.

Voorbeeld 5.3

We passen nu de directe methode toe op een 3-niveau-schema.

Beschouw de differentiaalvergelijking

(5.8) Uxxxx * Utt =0,

welke optreedt bij de beschrijving van transversale trillingen in een

staaf. Als beginvoorwaarden kiezen we

U(x,0) = Uo(x), Ut(x,O) = Vo(x)

en voor de randvoorwaarden nemen we

U(0,t) = U _(0,t) =U@,t) =U _(1,t) =0.
XX XX

De afgeleiden in (5.8) vervangen we door centrale differentie quotiénten,

zodat de volgende differentievergelijking ontstaat.

_ .2 -2 2
(5.9) W =% @f 4X + (6-2r 7) - 4x, + X+]uk U

. T
waarin r = ’T?" o

In matrix~vgrm wordt dit
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2
1 —_ -
(5.9") uk+1 = r- D uy uk—l
waarin
(5.10) p=1°_ -2r 21,
m-1

Met behulp van (5.9') kunnen we uy uitdrukken in u, en uy (u1 volgt

uit vy = EVOJd). We vinden

_ (k) (k)
(5.11) uk = PO (D)uO + Pl (D)ul.
(k) k) .. .
P0 en P1 zijn polynomen van de graad (k-2) resp. (k-1) in D.
We zullen eerst deze polynomen nader onderzoeken.
‘Er geldt:
_ 5K (k)
u = PO (D) u, + P1 (D) uy
_ pk-1) (k-1)
u = PO (D) u, + Py (D) uy
_ 5(k-2) (k-2)
uk—2 = Po (D) u, + P1 (D) ul.
Substitutie hiervan in (5.9') geeft
(k) (k) __ .2 (k-1) _ .2 (k-1)
Po (D)u0 + P1 (D)u1 = r D P0 (D)uO r D Pl uy
L (k-2) _ o x-2)
Py (D)u0 P (D)ul.
. (k) (k) . .
Voor de beide polynomen P0 en P1 volgt hieruit de recurrente betrek-
king
PO oy + 2B Dy L pE Dy o, k=2, 3, ...
(0) = @) ,
PO x) =1, P0 (x) = 0.

PfO)(x) =0, P{l)(x) =1,

Deze recurrente betrekking heeft oplossingen van de vorm (vergeli jk

inleiding)
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(k) _ k k
EN x) = a, ul(x) + by uz(x)
(5.12)
(k) _ k Xk
P1 (x) = a, hl(x) + b1 hz(x),

waarin Ul(x) en uz(x) de wortels zijn van de vergelijking

2 2
(5.13) v+ rrxe +1 =0.

Het differentieschema (5.9) is stabiel (zie (5.11)) wanneer de operatoren

Pék)(D) en ( )(D) uniform begrensd zijn voor alle k. Uit (5.10) volgt

dat D een symmetr1sche operator is, zodat P( )(D) en p( )(D) ook symme-—
trisch zijn. Beschouwen we de inwendig-product-norm voor deze operatoren
dan wordt de stabiliteitseis de uniforme begrensdheid van de spectrale

normen, dus

(k) (k)

(5.14) a(P. " (6 )) en o(P (Gv)) uniform begrensd voor alle k.

Hierin zijn 6V de eigenwaarden van D.
Uit (5.12) volgt dat uy en y, binnen of op de eenheidscirkel moeten
2
liggen. Toepassing van criterium 2.1 met S = -r Gv en P = 1 geeft
2
(5.15) r dv -2 <Ovoor v=1, 2, ..., m-1.
Nu wordt GV gegeven door

- indur _ 572
GV = 16 sin om 2r .,

Substitutie in (5.15) geeft

2 4
(5.15") 16r° sin ﬁﬁ -4 <0voor v=1, 2, ..., m-1.
Hieraan is voldaan voor
1
(5.16) r < —————
— 2 7
2 cos ——

2m

Onder deze voorwaarden is het schema zowel R-F stabiel als O'B-H-K sta-

biel (vergelijk voorbeeld 5.1).
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We merken op dat deze directe methode alleen bruikbaar is in heel

speciale gevallen (zie ook Godunov en Rjabenki [ﬁ]).

(b) Fourier methode van von Neumann

In het artikel "A study of the numerical solution of partial diffe-
rential equations' van O'Brien, Hyman en Kaplan DJ wordt een basis ge-
legd voor het gebruik van Fourier methoden bij het onderzoek van de sta-
biliteit van differentieschema's. Dit artikel is voor een groot deel een
uitwerking van de ideeén van J. von Neumann, zoals deze door hem tijdens
de oorlog ontwikkeld zijn, maar die hij zelf niet heeft gepubliceerd.

We geven hier een samenvatting van deze methode.
Zij gegeven een lineaire scalaire differentievergelijking van de

vorm (3.9), waarin de coéfficiénten constant zijn:

uk+1 = A uk + 1D fk + B ¢k.

We zullen alleen stabiliteit t.o.v. de beginvoorwaarden beschouwen.

Veronderstel dat op t = 0 een fout dO geintroduceerd wordt, zodat

niet de differentieoplossing u met beginvoorwaarde uo, maar de nume-

>*
rieke oplossing u met beginvoorwaarde u verkregen wordt. De rooster-

+d

- 0 0
functie v = u - u voldoet wegens de lineariteit van het schema aan de-
zelfde differentievergelijking maar met beginvoorwaarde do.

We gaan nu voor elke k, v, ontwikkelen in een Fourierreeks, waarbij

we veronderstellen dat vk van Ee ééndimensionale plaatsvariabele xj af-
hangt., Op t = 0 zij

iwx .
(5.17) Vo)) = dg(x) = g A e .

Omdat dO reéel is, is deze reeks eigenlijk een sinus-cosinus reeks. Als

bijvoorbeeld de randvoorwaarden van de eerste soort zijn, zodat in de
randpunten geen afrondingsfouten optreden, is de reeks (5.17) equivalent
met de reeks

m1 njm

(5.18) VO(XJ) = ng; a  sin —/— .
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Om zo nauw mogelijk aan te sluiten aan het artikel van O'Brien, Hyman
en Kaplan stellen we vo(xj) steeds voor door (5.17).
In het algemeen zijn de frequenties w en het aantal termen van de reeks
(5.17) tamelijk willekeurig. Om de ontwikkeling in de tijd van de reken-
fout Vi te onderzoeken is het vanwege het superpositiebeginsel voldoende
het gedrag van de termggxyan (5.17) afzonderlijk na te gaan. We beschouwen
dus een beginfunctie e J en onderzoeken het gedrag in de tijd van de
bijbehorende oplossing. "

Indien de randvoorwaarden van de eerste soort zijn, of algemener,
te vervangen zijn door periodiciteitsvoorwaarden (zie Richtmyer [?]),

iwx

J

wordt de door e voortgebrachte oplossing gevonden in de vorm

jwx .
(5.19) P e

waarin Y een functie is van w, maar niet van j afhangt. vk wordt als een
som van dergelijke termen gevonden.

O'Brien, Hyman en Kaplan stellen nu de stabiliteitsvoorwaarde:
Y
(5.20) 'e l <1 voor alle W,
Het is duidelijk dat dit O'B-H-K stabiliteit (zie definitie 3.10) garan-
deert.
Opmerking 5.1
Indien we (5.20) vervangen door

T
= Y(w)
(5.21) |e.r | uniform begrensd voor alle W en T >0

krijgen we de R-F stabiliteitsvoorwaarde t.o.v. de beginvoorwaarden (zie

Richtmyer ﬁ]).

Opmerking 5.2

Men past de criteria (5.20) en (5.21) ook wel toe op schema's met
varidrende coéfficiénten en niet-periodieke randvoorwaarden door de parti-
culiere oplossing (5.19) in een vast punt xj te beschouwen. De crite-

ria (5.20) en (5.21) worden dan plaatsafhanke?ijk en zijn als het ware
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locale stabiliteitscriteria. Alhoewel zulke locale stabiliteitscriteria

geen "overall-stabiliteit" garanderen worden ze in numerieke berekeningen

veelvuldig gebruikt. We komen hier in het tweede deel nog op terug.

Opmerking 5.3

O'Brien, Hyman en Kaplan passen de Fouriermethode ook toe op hogere
orde (scalaire) differentieschema's. Omdat in deze syllabus alle schema's
als eerste orde (vector) schema's geformuleerd worden, zullen we in de
beschrijving hiervan (einde van dit hoofdstuk) afwijken van het oorspron-

kelijke artikel (zie ook Richtmyer [7]).

Voorbeeld 5.4

Evenals in de toepassing van de directe methode beschouwen we het
klassieke expliciete differentieschema voor de homogene diffusieverge-

li jking met homogene randvoorwaarden van de eerste soort (voorbeeld 5.1).

Substitutie van (5.19) voor uk(xj) geeft

Y _ . .
LR R R
T
€
dus
. 1
eV =1 - ar sin2 7 wé
T
waarin r = 3 - We vinden de bekende voorwaarde r f_% » wanneer we
£

alle reéle waarden laten aannemen.

(c) Methode van de scheiding der variabelen

De hierboven beschreven methode was in wezen gebaseerd op de schei-
ding der variabelen en ontwikkeling naar de eigenfugﬁﬁies van de operator
A. Deze eigenfuncties waren de complexe e machten e J.

We zullen nu dit scheiden der variabelen algemener formuleren en
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tevens uitbreiden tot het geval van een stelsel differentievergelijkingen.

We beschouwen eerst een scalair differentieschema van de vorm

(5.23) u =Au

met een beginvoorwaarde uo.
We zoeken een particuliere oplossing voor (5,23) in de vorm

(5.24) u = ek nj).
Substitutie in (5.23) geeft
9k+1 n(j) = ek A n(j)
ofwel
ek+1 A n(j)
(5.25) —_— =
N n(j)

Het linkerlid is alleen afhankelijk van k, het rechterlid alleen van j,

dus beide leden zullen gelijk zijn aan een constante a:

8
k+1 A Nn(j)
ék == TGy

We zien dat o de groei van het tijdsafhankelijke deel van de onderzochte
particuliere oplossing bepaalt. Verder is a een eigenwaarde van A en

n(j) een eigenfunctie van A:
(5.26) A n(3) = a n@3).

n
We zullen nu aannemen, dat A een stelsel eigenfuncties n( )(j) heeft,

zodanig dat we de beginfunctie u, kunnen schrijven als

0
_ (n) .
(5.27) u, = g N WE DN

(n)

waarin 60 de co&fficiénten van de ontwikkeling zijn. We zien nu dat

U, Uy, «.., U gegeven worden door:
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w=loa n =160
n n

o
|

5.2 =Je™a n =16
. n n

e e 0 s e s ec s 0000000000000t

(n) .
u, = z 8 nn(J).
n

k k

Het verband tussen de coéfficiénten Gén) en de amplificatie-factoren an
wordt gegeven door

(m) _ k ,(n)
(5.29) Gk =a 60 .
Uit (5.28) en (5.29) volgt

k (n) . k (n) .

(5.30) !ukl ig |an| Ie0 n (D] <o@ IZI IeO nn(J)[,

waarin o(A) de spectraal-norm van A is.

We hebben dus de volgende stelling bewezen

Stelling 5.1

Wanneer de beginfunctie Uy te schrijven is als een lineaire combi-
natie van de eigenfuncties van de operator A en wanneer de eigenwaarden
van A binnen of op de eenheidscirkel liggen, dan is het schema

— TR s
uk+1 = A uk O'B-H-K stabiel.

Opmerking 5.4

Het is niet zonder meer mogelijk om een equivalente stelling voor de
R-F stabiliteit uit te spreken, omdat als 1t - O (T constant) het aantal
eigenfuncties nn(j) onbeperkt toe kan nemen, zodat in (5.30) een onein-

dige som optreedt. Indien echter

iwnx‘j
nn(J) = e )

dan is er wel een dergelijke stelling te formuleren, waarin dan de eigen-
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waarden o binnen cirkels met stralen 1 + O(T) voor T > O moeten liggen
(vergelijk opmerking 5.1).

Verder merken we op dat de eis 0(A) <1 in stelling 5.1 in het al-
gemeen minder streng is dan de eis a = !|A1| <1, welke per definitie
O'B-H-K stabiliteit impliceert; echter stelling 5.1 eist verder dat de

eigenfuncties van A een volledig stelsel vormen.

Voorbeeld 5.5
Beschouw het differentieschema uit voorbeeld 5.4. De eigenfuncties
van de differentieoperator zijn

. . n
nn(J) = sin = , n = 1, 2, ..., m-1.

Inderdaad kan elke beginfunctie uo(j) met uo(O) = uo(m) = 0 als een
sinus-reeks geschreven worden, zodat men alleen hoeft te eisen dat de
corresponderende eigenwaarden binnen of op de eenheidscirkel liggen.

Overigens is dit een bijzonder geval van de Fourier-methode.

Voorbeeld 5.6

Vervangen we in voorbeeld 5.4 de differentieformules in de rand-

punten door

uk(—l) = uk(l) en uk(m-l) = uk(m+1)

dan is het stelsel

. njm
nn(g) = cos —ﬁ— , n=1,2, ..., m-1

een volledig stelsel eigenfuncties voor alle beginfuncties, die aan boven-
staande randvoorwaarden voldoen. Ook dit is een bijzonder geval uit de
Fourier-methode.

We zullen nu het voorgaande generaliseren, zodat de theorie toepas-

baar is op schema's van de vorm

31 o . =Au
(5.31) 4, =AU,

>
waarin u, nu een vectorfunctie voorstelt, Eenvoudigheidshalve beschouwen
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> >
we het geval van één plaatsvariabele Xj’ dus u = uk(j). Het aantal

>
componenten van uk noemen we s.
In analogie met het voorgaande zoeken we weer naar een particulie-
re oplossing van (5.31) van de vorm

(5.32) u =8
[N uk—kT|J-

>
Hierin is ek een vector met s componenten, welke alleen van k afhangen
en n(j) een scalarfunctie, die alleen van j afhangt,

Substitutie van (5.32) in (5.31) geeft

-> N - )
(5.33) 6k+1 nG) = A ek n(j).

We kunnen nu niet voor A gk n(j) schrijven Sk A n(j), omdat de operator
A zowel op 3k als op n(j) werkt. Om deze werkingen te kunnen scheiden
zullen we de structuur van A nader onderzoeken.

A is in wezen een operator die voor te stellen is door een matrix

van plaatsdifferentieoperatoren A

A11 A12 cecserieenes Als

A21 teesesesessscane o
A= ® 8 ° 080 ° 0000000000000 .
ASl cesestceccssessnne Ass

De operatoren qu werken uitsluitend op n(j).

De plaatsfuncties n(j) moeten nu zodanig zijn, dat de operatoren-
matrix A in een gewone matrix B met elementen bpq overgaat. Er moet dus

gelden

.34 i) = i),
(5.34) qu n(3) bpq n(d)

m.a.w, de functie n(j) moeten eigenfuncties zijn van de operatoren qu

voor elke p en q. De matrix B wordt amplificatie-matrix genoemd en ook

wel met A aangegeven.
We nemen nu aan dat de operatoren qu inderdaad een gemeenschappe-

1ijk stelsel eigenfuncties {nn(j)} hebben, zodanig dat we de oplossing
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van het stelsel differentievergelijkingen (5.31) kunnen schrijven als
> _ ¢ 7(n) .
(5.35) u = le 6 Ny (3.

Wegens de lineariteit van het probleem is het voldoende om de termen

in (5.35) afzonderlijk te beschouwen, Voor elke n geldt

N, () .
qu nn(J) = bpq n, (3,
zodat
+(n) N +(n) .
ek+l nn(J) = Bn Bk nn(J),
(n)

waarin B de elementen b heeft.
n Pq

Omdat Bn onafhankelijk van k is geldt
(5.36) 6 =B _ 6 .

Deze betrekking is het analogon van (5.29) voor scalaire differentie-

vergelijkingen. Uit (5.35) en (5.36) volgt de stelling:

Stelling 5.2

Wanneer de eigenfuncties van de operatoren qu een gemeenschappeli jk
stelsel eigenfuncties bevatten, welke een volledig stelsel vormen voor

N
de beginfunctie u, en wanneer de normen van de amplificatie-matrices Bn

0
binnen of op de eenheidscirkel liggen, dan is het schema Hﬁ+l = A ﬁk

O'B-H-K stabiel.

Opmerking 5.5

In het voorgaande hebben we steeds verondersteld dat we slechts met
één plaats variabele %y te doen hebben. Alle beschouwingen gaan echter
door voor een meerdimensionaal plaatsrooster met roosterpunten (xl, ...xr)
We noteren zo'n roosterpunt met zj. Ook de index van de eigenfuncties
van qu wordt een vector;index, dus nn(j) gaat over in nﬁ(j)’ waarin J
het vector-karakter van xj aanduidt. Het in de praktijk veel optredende

stelsel
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{ﬂn(j)} = {exp i xj}

zullen we in meerdimensionale roosters noteren met

(5.37) {nz(g)} = {exp i w - ;j}'

Opmerking 5.6

Een verdere generalisatie bestaat uit het toelaten van schema's,
waarin de operator A van k afhangt. Bovenstaande beschouwingen blijven
vrijwel ongewijzigd, wanneer de eigenfuncties n niet van k afhangen.

Relatie (5.36) gaat dan over in

2(n) _ >(n)
(5.38) 6,0y = B GO 6.7,
zodat
0
3&“) = 1 B - gé“).
1=k-1

Dit leidt tot beschouwingen van de amplificatie-matrix met de grootste

norm.

De von Neumann-voorwaarde

Indien voor de eigenfuncties van de operatoren qu het stelsel
(5.37) gevonden wordt, dan is het schema R-F stabiel indien de normen

van de amplificatie-matrices voldoen aan
(5.39) lBzao [ <1 + 00, © > o.
Voor een bewijs van deze bewering zij verwezen naar de literatuur B].

Indien de operatoren B normaal zijn is het voldoende, dat de eigenwaarden

B voldoen aan

>

(5.40) |8| <1 + 0(T) voor T >0 en alle w,

Dit is de z.g. von Neumann-voorwaarde. Voor niet-normale matrices is

deze voorwaarde niet voldoende voor R-F stabiliteit, maar wel noodza-

keli jk.
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Voorbeeld 5.7

Tot slot zullen we het in voorbeeld 5.3 onderzochte schema m.b.v.
bovenstaande methoden onderzoeken,

Schema (5.9) schrijven we in de volgende equivalente vorm

2

u —rz(xf - 4X_ + 6 - 2r < - 4x+ + xi) -1 u

k+1 k

Omdat de randvoorwaarden periodiek zijn vormt het stelsel
{exp(i xj)} = {exp(i wj &)}

een volledig stelsel eigenfuncties van de operatoren qu. De amplificatie-

matrices worden:

—r2(2 cos 2pf - 8 cos wf + 6 - 2r-2) -1

B =
w 1 0

Deze matrices zijn niet-normaal, dus de von Neumann-voorwaarde geeft
nog geen uitsluitsel over R-F stabiliteit. Werken we (5.40) voor dit
voorbeeld uit, dan vinden we

r <2
-2 °

We hebben met de directe methode gezien, dat dit voldoende is voor

zowel R-F als O'B-H-K stabiliteit.
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